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Part 3: Massa e Forsa

INTRODUSSION A LA STATICA E LA DINAMICA

Massa e Forsa a I’han un problema filosofich éd definission. A peulo mach esse defini travers so efet, e
parej a I’han da manca I’un-a éd I’autra. As parla éd massa gravitassional e massa inersial.

As considero ij camp éd forse e I’Energia potensial, intrand ant él camp éd la Dinamica.

As véddo ij divers tipo éd forsa e as definisso él Moment éd na forsa e la Cobia éd forse. Sti concét a
son tra I’autr a la base dla Statica, che a studia I’echilibri dle forse e dij moment, e dont as da quaich
base (as véddra ant ij particolar dop).

As parla éd Barisenter e Moment d’Inersia a proposit éd Geometria dle masse.

TAULA DLA TERSA PART

I o St e T 7T PSSP 71
[ T 0] 57 PR RSPRSRRTR 71
LB IMIBISSA .ttt ettt ekttt ettt ootttk e oottt e e ook ke e ook b b e e e e R bt e e oo R b e £ e e e aRbe e e e e e Rn e e e e e Rt e e e e e annn e e e e anrees 72
DEFINISSION BU FOISA .....veeiieitiieiiesiee ettt e e et e s ee et e et esre e eneeesteesseeaseeesteesseeaneeasseenseeaneeanneens 72
D] TS o =T B oL SRS 72
La déscrission iNersial dla MaSSA...........eeiiuie ittt e e e e e e e sneeeas 72
La déscrission gravitassional dla MasSa.........ccueeiiiieiiiriiie e 73
AdiISSION ] €L I8 FOISE.....cueieiieciieie ettt e e e e e nnee e 73

Ij camp €d fOrsa — ENergia POLENSIAL..........couieiiiiiie et sree e ennee s 75
Camp gravitassional € FOrSA PEIS .......veeuieiiiiie ettt e e sre e 75
El travaj e I’energia POLENSIAL ...........cccvvvevieeieeeeeecce ettt n e s, 75

PONE VINCOIA = REASSION .....eeuviiieiieiie ettt sttt ee et et e st e e e e s seeenee e teesneeaneeenneeaneeaneeens 79
VINCOJ € rEASSION VINCOIAN ... eeviieeiieiiie ettt ettt et e et e e teesteeaneeenseenseeaneeanneens 79
El prinsipi d'aSSion € FBASSION. .........crvieeeieeeeteteteteeee e e tete et etes e s ee et st et e e s s s s s es et sseteseseseen s s eneas 79

1 PPINSIPE Q12 STALICA ... vveeeeeiie ettt e et et e st e e ste e s e eneeenteenneeaneeaneean 81
EFPONE MALEIIAL ........veeeeeececceeeeee ettt ettt s e et se s s en et et eseseseseen e e 81
IS (=10 T = o TR 81
El SISTEMA BIASTICH .......ooveceeeeeeeeeeeeeeeeee ettt n et eae e 81
Sistemna diSCrét € SIStEMA CONLINUO .......veiviieiieiie ettt ee et sree e e e sneeeneeenes 81

0L T= = o] oF: ST 82
0TI 11 L= SRR 82
ViINCoj € REASSION VINCOIAr ........c.oiiiiiiiiiic et et ae e e eaae s 82
FOISE BlASTICNIE ...ttt 83
Na misura dél modul d’8SIoNgaAMENT E.........oooviiiiiiieeiiie et 85

R ] (=] 0= 86
Misura dél coeficent d’atrito FASENT...........ooiieiieiie et 87

El MOMENE B0 NA TOISA ......ecvevieieieieeeeeececeeee ettt n s sttt seaeen e 88
N’idéja an sla composission dle forse e dij MOMENt ..........ocoveiiiiiiiiii e 89

[ oo o - =0 I (] T TSRS 89
= 1 1 o o PP RURSPRSRRTR 90

69



Fisica sperimental — Mecanica —Part 3: Massa e Forsa

N’esempi d’echilibri dij moment — La leva dél prim tipo.........ccccoviiiiiiiii e 90

L2 gEOMELITA I8 MASSE.....eeieieiieiie ettt ettt e et e et e et e ent e e te e neeereeesseenneeeneeenseenneeanes 93
EFDAMSENTET ......vvvveiit ettt ettt bbb bbbt s e a ettt 93
El barisenter dij SIStEMA GISCIEL...........coovoveviveeeeeeeeeeceeeeee et e ettt e et s e e 93

El barisenter dij COMP MALEIIA] ..........ccvvrreeeeeeeeeececeee ettt et e e ee st sese s e 94
Barisenter 8d qUAICh figUIa COMUN-@.......ccuiiieiiieiie e 95

1j te0remMa "d GUIINO ..ottt et et e e nne e e e e e nnaee s 96

EL MOMENE O INEISIAL ...ttt 97
Variassion dél moment d’iNersia CoN PaSS..........cuiiiiiiiiiiiiii e 98

TAULA DLE FIGURE DLA TERSA PART

Figura 1 - Travaj ant un Camp €0 FOISE .....ccueiiiieiieiie et e e e sneeeneeens 76
Figura 2 - Camp gravitaSSioNal tEIESIE .........oieiieiie et 77
FIQUIA 3 = FOSE BPHICA ...ttt et e e ee e e e ne e e e e sneeeneeenneesneeaneeens 82
FIQUIA 4 — FOISE INTEITIE ...ttt ettt e et e st e ettt e et e e smte e e st e e enbeeeenteeenneeanneeeanneens 82
Figura 5 — Vincoj € reassion VINCOIAT ..........oouiiiiieiii ettt ee e eee e 83
Figura 6 — Reassion elastica (corp perfetament elastich) ..........cccoovviieiiiiiii e 84
Figura 7 — Elasticita — Scoriment, Torsion, FIESSION ........c.cooiiiiiiii e 84
Figura 8 — Msura dél modul E pér "&SIoNgament...........ccuviiieiieiieiieeeie e 85
FIQUIA 9 — ALFTEO FASEINT ...ttt ettt ettt et et e ettt e et e e smte e e neeeenteeeemaeeennneeanneeeanneens 86
Figura 10 — Resistensa a la corent d’aria che a dventa forsa apliCa............ccccoeveerieiir i 87
Figura 11 — Msura dél coeficent d’atrito FaSeNt............ooiiieiiiee e 88
Figura 12 — MOmMOENE B0 NA TOISA........uiiiiie ettt e et e e et e e e srae e e sar e e sbeeeenaeeas 88
1o U W R o] o - W=To i 0] £1- USSR PPRUURRROURRROPN 89
Figura 14 — Esempi &d moment an echilibri — La leva...........cccooviiiiieie e 90
Figura 15 — Barisenter &d figUre SEIMPIE ..........ei ittt e e e nneee s 95
Figura 16 - Prim teorema 'd GUITINO ........cooiiiiii e e e e e e e e e e 96
Figura 17 — Moment d’inersia rispét a ass Parale] ..........ccoeeiieeiiiiiiiii et 97
Figura 18 - ENSSOIA A'INEISIA .....cccuviiiiiieciiie ettt et e et e et e e st e e st e e e bre e enbeeesneas 100

70



Fisica sperimental — Mecanica —Part 3: Massa e Forsa

LA FORSA E LA MASSA

| vardoma adéss doi concét che a-i son nen ant la Cinematica, andova ae éstudiava 'l
moviment mach coma variassion dla posission, d'un pont 0 d'un sistema astrat &d pont, ant él temp. An
sta manera i I'oma defini ij concét éd traietoria, posission, velocita, acelerassion, velocita angolar e
acelerassion angolar, sensa ten-e cont dle rason che a provoco ‘| moviment e dle condission pércheé a-i
sia nen moviment. Ste rason e ste condission a son studia da la Dinamica e da la Statica. Pér fé son a
servo ij concét éd Forsa e éd Massa.

La forsa

La forsa a I’é na grandéssa a la base ét tuta la Fisica, e mach la Cinematica a peul féne a
meno. La Statica a serca le condission che le forse a peusso nen produve moviment e la Dinamica a
studia él moviment provoca da le forse cand ste condission a son nen sodisfaite. Second 1on che i I’oma
dit ant I’introdussion, defini na grandéssa a veul édco di defini na manera éd misuréla. | véddroma éd
fé son pér la forsa.

L’ideja éd forsa a ven da I’ésfors dij muscoj pér fé un travaj, e da si i I’oma I’antuission éd
Ion che a peul esse na forsa. La forsa che i I'oma pi facilita dé sperimenté a I’é cola dél peis dj’ogét, e a
I'é la prima studia da Galileo. A I'é propi da n'intuission éd Galileo, peui conferma da j'esperiment, an
sla forsa péis che a parto jé studi an termo sientifich.

El péis p éd n'ogét liber a provoca na variassion éd velocita an sens vertical (vers &l bass) che
a dipend nen da la natura dl'ogét e a dipend nen da la velocita inissial dl'ogét midem. A I'é facil coleghé
la costansa dla variassion con la costansa dél peis éd n'ogét an vaire situassion éd moviment. An
qualonque manera l'ogét as bogia so peis p, cand a I'é liber d'agi, a agiss an manera 'd cambiéje la
velocita, e sto cambiament a dura finché la forsa péis a I'é aplica, e 'l cambiament Av a I'é costant ant
intervaj At costant éd temp. El fator costant éd proporsionalita che a val pér la forsa péis pér qualonque

AV
ogét a I'é I'acelerassion éd gravita che i ciamoma g. | I'oma (pér la forsa péis) § = Ty = costant

La suposission che i foma dop a ven natural, e a I'é cola d' di che 'dco j'autre forse diferente
dal péis as comporto ant I'istessa manera, e che un pont material qualonque, sota l'assion éd na forsa a
cambia soa velocita d'un Av ant la diression e vers dla forsa, proporsional al temp At d'assion dla forsa
midema, e son an manera indipendenta da la velocita che 'l pont a I'avia an partensa. | podoma scrive,

F
se h a I'é un fator &d proporsionalita, che : AV =h -E-At . Ant €l cas dla forsa peis h e g a son l'istessa

cosa. L'esperiensa a mostra 'dco che pi a I'é grossa la forsa aplica da fora e pi la variassion éd velocita

ant n'istéss interval éd temp a I'é auta mentre, al contrari, pi él peis p dl'ogét a I'é gross e meno i I'oma

variassion éd velocita ant j'istesse autre condission (son pér forse diferente dal péis). Sto fait a peul esse

modela disend che 'l fator h che i I'oma vist si dzora a I'é an proporsion con la forsa e an proporsion
E

inversa con &l péis dél corp. Vis-a-di che h = k? con k che a I'ha sempe I'istéss valor pér un dait

. . ) AV K -
corp. Antlora i podoma scrive che — = —-F .
At p
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L s . - ko k . . - pAv
Mase F a I'é'l peis p i l'avrio che :_ﬁ P=K | eantlora i podoma scrive che F = EI .
Son a ven dop ch'i I'oma considera na forsa F costanta. Se i suponoma che la forsa a peussa esse

variabil, i podoma I'istéss estende sto concét considerand &l limit pér At — 0 dl'espression si dzora e i

_ _ ~ LAV
otnoma F = £61 andova a= lim — El raport p/g a I'é donca na carateristica dél corp o dél
[i] At—0 At

pont material considera.

La massa

F_ D
L'ultima espression si dzora a peul esse scrivua ant la forma — = — che a dis che
qualonque a sia la forsa aplica a un dait corp, él raport fra costa forsa e I'acelerassion che a produv a I'é
na costant dél corp midem. An nota 'dco che se I'acelerassion éd gravita a cambia (g a I'é nen propi

costant an sla Téra) a cambia 'dco 'l péis p a l'istessa manera, e 'l raport p/g as manten costant®.

Sto raport a pija 'l nom éd "Massa " dl'ogét 0 pont material an costion. Se arcordoma la
definission éd massa che i I’oma arporta parland dij sistema éd misura, i podoma noté che Ii la massa a
I’é nen definia, ma as dis giusta che la massa campion a I’é na massa. Se i voreisso definila i dovrio
dovré él concét éd forsa. Ma pér defini la forsa i I'oma dovra 'l concét éd massa.

A venta contentesse dél concét intuitiv dla massa 0 dla forsa e fé nostre definission, che peui
as védd che a fonsion-o.

Definission éd Forsa

La forsa antlora a ven definia con un concét éd Dinamica. A I’é I’assion che an s’na massa a
provoca n’acelerassion. Soa unita, second ij critéri che i I’oma vist pér ij sistema éd misura a I’é cola
forsa che an s’na massa unitaria a provoca n’acelerassion unitaria.

m-a {kgém}_)[N] (Newton)
s

E

Da sta definission as oten che, sicoma I’acelerassion a a I’é un vetor, &dco la forsa a I’é un
vetor che a I’ha j’istessi diression, pont d’aplicassion e vers dl’acelerassion. L’unita éd misura a ven
édco ciama Newton as indica con N e a echival a chilograma per meter, su second al quadra.

Definission éd Massa

Adess i tornoma an sél discors dla massa, e an sél coma i podoma déscrivla an fonsion éd Ion
che i podoma sperimenté e misuré. | I’oma désgia acena al fait che la massa a I’ha nen na definission
andipendenta, ma a venta dovre, pér definila, él concét éd forsa, che a soa vira a peul esse defini travers
I’idéja éd massa. | dovroma antlora intuission e esperiensa. Si sota i doma doe déscrission dla massa,
tute e doe sperimentaj. A I'é natural che a son nen doe cose diferente, ma doi aspét, anteressant an
manera particolar, dl'istessa cosa.

La déscrission inersial dla massa

A I’é cola che i I’'oma dovra prima pér defini la forsa. A deriva da I’ésperiensa che cand na
forsa a ven aplica a na massa, costa a arséiv n’acelerassion che a I’é proporsional a la forsa e

! Son a I'¢ véra mach ant él camp nen relativistich dla mecanica, col ch'i vardoma ambelessi.
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proporsional inversa a la massa. Sensa na forsa aplica, 0 la massa a I’é férma opura as bogia con
moviment drit costant. La relassion éd base a I’é cola che i I’oma scrivu prima:

kg-m

52

F=m-a

—[N] (Newton)

Essend costa la definission éd forsa e soa unita éd misura, la relassion a I’ha nen da manca éd
coeficent che a adato él valor numérich dle grandésse 0 le unita éd misura. La relassion, coma i I’oma
désgia vist, a dis che se a na massa d’un chilograma as aplica na forsa d’un Newton as oten
n’acelerassion d’un meter al second quadra.

An costa manera i podoma di che la massa a I'é col parameter d'un corp che a da él fator éd
proporsionalita fra na forsa aplica e I'acelerassion che sta forsa a provoca an sél corp midem.

m=—[k]

QJll'I'h

La forsa che i sperimentoma pi facil a I’é la forsa péis. Se na massa a ven lassa libera a
I’assion éd so peis, vis-a-di a ven lassa droché libera, i podoma misureé (i I’oma fait n’esempi) che soa
acelerassion a I’é sempe 9,81 m/s®, sensa che &l valor dla massa a influissa. Son a veul di che ogni
chilograma éd massa a I’ha un péis éd 9,81 N.

I I’oma gia acena a la confusion che sovens as fa tra massa e peis. An efét i soma abitua a
parlé éd péis an chilo e nen an Newton. Parland si sota dél camp gravitassional i véddroma che son, se
an pratica a I’é comod e a porta nen problema, a I’é nen rigoros e a peul generé confusion an problema
pi compless. An particolar a va mach bin andova I’acelerassion éd gravita a cambia nen e a I’é
conossua.

La déscrission gravitassional dla massa

A-i € édco n’autra proprieta dla massa che a serv a déscrivla. Doe masse M; e M, , buta a na
daita distansa r I’un-a da I’autra as atiro con na forsa che a 1’é proporsional al prodot dle masse e
proporsional inversa al quadra dla distansa. La forsa F as ésvilupa su ognidun-a dle masse, € la prima a
sperimenta na forsa ugual e contraria a cola che a sperimenta la sconda massa. La diression d’éste forse
a I’é cola che a uniss ij doi barisenter. Dal moment che si la forsa a I’é gia staita definia, a-i sara na
costant éd proporsionalita ant I’espression dé sta l&j.

= Mi-My
r2

Sta léj a I’é staita verificha an manera sperimental da Cavendish che a I’ha édco calcola él
valor éd la costant y. Pér sto valor a I’é stait trova 6,67-107" [N-m?/kg’].

Le dimension dé sta costant, che a I’é valida an tut I’univers e donca a I’é ciama Costant éd
gravitassion universal, a ven-o dal fait che I’espression si dzora a venta che a I’abia le stesse unita éd
misura prima e dop él segn d’ugual.

Daita sta proprieta dle masse, a I’é facil conclude che la forsa péis che tute le masse a I’han
an sla téra a I’é daita da I’atrassion che la tera, na massa bin grossa rispét a cole che éd solit i
consideroma, a fa su tute le masse davsin. Dal moment che la massa a I’é sempe chila, le doe
déscrission che i I’oma vist a venta che an porto a j'istesse conclusion.

Adission dj'efét dle forse

| voroma ‘ncora gionté un postula dait da I'esperiensa che as arferiss a cand an s'un pont a
agisso doe 0 pi forse ant l'istéss temp.

I suponoma 'ntlora che su un pont material éd massa m a-i sio aplica doe forse diferente che i
disoma F1 e F,. Se 'd coste a-i na fussa mach un-a da sola aplica, costa a produvria l'acelerassion:
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= l:l = I:2
d; = opura dp =
1 2
m m

I disoma che l'aplicassion éd diferente forse ant I'istéss temp a un pont material a modifica
nen j'efét che ognidun-a dle forse a produvria da sola. Se is arderima a un pont liber, i podoma di che
ognidun-a dle forse aplica a produv I'acelerassion che a produvria se a-i fussa mach chila a esse aplica.

Aplicand donca le doe forse ch'i I'oma dit i I'avroma n'acelerassion total che a sara l'adission
vetorial dle doe acelerassion separa.
dyt =8 +d =m(FL +F7)
Donca a arzulta che 'l pont a I'na l'istessa acelerassion che a l'avria se le doe forse a fusso
sostituie da na forsa sola F daita da I'adission vetorial dle doe forse 'd partensa.

An general i podoma di che qualonque a sia 'l numer dle forse aplica a un pont, L'equassion
fondamental F =m -a a val sempe, bastamach che la forsa F a sia l'arzultant (adission vetorial) éd
tute le forse aplica al pont.
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|3 CAMP ED FORSA — ENERGIA POTENSIAL

Camp gravitassional e forsa peis

Se, ant I’espression che i I’oma trova si dzora per I’atrassion éd doe masse, i pensoma che un-
a dle doe a sia na massa unitaria, i podoma di che la forsa che i misuroma a I’é daita da I’assion éd na
massa ant I’éspassi. Ant ogni pont dI’éspassi, con nostra massa unitaria, i misuroma I’intensita dé sta
forsa su na massa unitaria e definima sti valor, che a son vetor, coma un camp éd forse.

| podoma antlora pensé la forsa d’atrassion tra doe masse, coma a un camp éd forse genera da
una dle doe, che a provoca su tute j'autre masse n’atrassion ugual al valor dél camp an col pont,
moltiplica pér la massa an ogét, che as treuva an col pont dél camp. Ciamoma H él valor dé sto camp e
r él vetor distansa da un pont generich a la massa che a produv él camp. Daita antlora na massa M che i
pensoma che a genera &l camp:

Hoy M |Nm® kg N _m
r? k> m? kg 2

Adéss, se m a I'é na massa a distansa d da M i I'oma:

- - M - . . .
Fp=m-H(d)= ;/-d—z-m ; notoma che H a I'ha le dimension éd n'acelerassion.
, I _ R . F ioos o F
Da I'espression éd prima F =m-a as deriva a=— maal'é édco H=—
m m

Antlora as peul conclude che él valor dél camp gravitassional a I’é &l valor dl’acelerassion
provoca da I’atrassion éd na massa M an s’j’autre masse m. An sla tera la massa dla téra midema a
provoca su tute le masse n’acelerassion “&d gravita” indica con “g” che a val 9,81 m/s e la forsa
d’atrassion dla téra a I’é la forsa péis che pér ogni massa a val p=m-g [N].

Mentre la massa a I’é na carateristica dél corp che a dipend nen da autr (almanch ant la fisica
classica nen relativistica), él peis a dipend dal camp gravitassional, e I’istessa massa a péisa 'd manch
se a I’é pi distanta da la téra. | véddroma che la distansa che a conta a I’¢é cola dal senter éd la téra, an
manera che ant I’ambient solit éd nostra ativita le variassion a son bastansa cite da nen esse nota.

Na linia éd forsa dél camp a I’é na linia tangent ant ogni pont al vetor H mentre as definiss
Fluss dél camp @ travers na surfassa limita da na linia sara, I’integral esteis a la surfassa del prodot
scalar dél valor dél camp pér él versor normal a la surfassa elementar moltiplica pér la surfassa
elementar midema (vedde édco 10n che i I’oma dit a proposit dij camp vetoriaj).

El travaj e I'energia potensial

| definima Travaj elementar dT fait da na forsa F, che as ésposta ‘d né spassi elementar ds, él
prodot scalar:

delfxd§:‘lf‘-|d§|-COS(a) andova « a I'é 'angol tra F e ds

Pér la definission éd prodot scalar, antlora, as védd che €l travaj a ven fait da la component
dla forsa ant la diression dIé spostament. An Dinamica i véddroma méj tute le implicassion éd na forsa
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che a produv né spostament, si i pensoma adess a na forsa peéis che as ésposta ant un camp
gravitassional.

Vardoma figura 1. Se un pont éd massa unitaria as bogia ant un camp H da un pont A a un
pont B an s’na linea |y, le forse dél camp a fan un travaj:

To=[Hxdl = [(Hy-dx+Hy-dy+H, dz)

I I

Se él travaj fait a dipend nen da la particolar linea sernua ma mach dai pont éd partensa e
d’ariv, antlora él camp a ven ciama conservativ. (dco pér son, a venta védde la teoria dij vetor e ij
camp vetoriaj trata ant la part dle Note 'd matematica). Pér ogni linea che a vada da A a B as fa sempe
I’istess travaj. Se peui as torna da B a A, él travaj a I’é ancora istess an valor assolut, ma a cambia segn.
Se pér andé da A a B él travaj a I’é T, pér andé da B a A él travaj a I’6 —T. Pér son, su ogni linea sara
faita da la massa unitaria, €l travaj a I’é zero.

A
z

X
Figura 1 - Travaj ant un camp éd forse

Arportoma nen la dimostrassion dle condission pérché un camp a sia conservativ (védde la
part sij camp vetoriaj). Is limitoma a di che se un camp a I’é conservativ (e col gravitassional a ‘I I’é)
antlora a esist na fonsion V(x, y, z), dont él travaj elementar cambia éd segn a I’é diferensial total:

—dV =dT =H, -dx+Hy-dy+H,-dz
Antlora él travaj fait da le forse dél camp cand la massa unitaria a passa da A a B a dventa:
B B
Tag = [dT =—[dV =—(Vg —Va)=Va -Vg
A A
Ant él cas che la massa a sia nen unitaria, ma a I’abia un valor m, él travaj a dventa:
Tag =(Va-Vg)-m

Tornoma antlora al camp gravitassional éd la Téra, che a I’é col che a n’anteressa éd pi. Se
mp a I’é la massa che a produv él camp (la Tera), ant un pont P distant r dal senter dla Téra ( i
véddroma che da fora dla surfassa dla Tera le cose a van coma se tuta la massa dla Téra a fussa an so
senter) a suced 1on che ilustroma si sota e an figura 2.

El camp H e él travaj dT dél camp cand la massa unitaria an P as ésposta éd dr a son:

A ==y g T —H xdr“:—y-rrn—g-dr
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e pér né spostamentda Iy a ry:

ra m ra ra 1 1

T = _}/._O dr:—}/.mo.j___}/ my | —= =y-My-|———
r2 r2 r r

n n n 2 1

u a lé élversor H P
délraggP -0

Figura 2 - Camp gravitassional terestr

Adess i podoma buté: V = —y Mo + Vg andova Vj a I’é na costant arbitraria. As oten:
r
T=V; -V, =-AV

La fonsion V a ven ciama Potensial dél camp éd forse, e as dis che un camp conservativ a
amétt un potensial. An sta manera él potensial a ven defini coma diferensa tra doi pont, opura a I’é
defini a meno éd na costant arbitraria. Dal moment che pér r che a tend a anfini él valor éd V a tend a
zero, antlora as peul dovré son coma condission al contorn che a pérmétt éd trové la costant Vo . As

peul antlora scrive, coma espression dél potensial assolut ant un pont P a distansa r dal senter dla
) m
massa che a produv él camp: V =—y =0
r

Se ant él pont considera, che a fa Ié spostament da P; a P, a-i € nen na massa unitaria, ma na
massa m qualonque, antlora:

P, P,
T=[FxdP=m-[dV =m-(Vy —V,)=W; -W,
P, R

La fonsion W =m-V a I’¢é dita Energia potensial e a I’é definia coma diferensa 6 coma valor
assolut ant I’istessa manera che él potensial.

Pér él moment is férmoma si. An Dinamica i véddroma quaicos éd pi.
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PONT VINCOLA - REASSION

| véddroma pi anans, e pi 'd na vira, él problema dij vincoj, ma tutun i comensoma a
antroduve 'l concét ambelessi, parland éd forse an general. | partoma da la constatassion che un corp
qualonque a I'ha un peis e donca na forsa aplica che a dovria produve n'acelerassion, ma che la pi part
dij corp che i I'oma antorna a son ferm.

Vincoj e reassion vincolar

A I'é bin facil rend-se cont che sti corp, ma adéss i foma Il'astrassion a pont materiaj, a son
ferm pérché a son nen liber. Un pont material a peul esse pogia an s'na surfassa, pendu a un suport, e
via fort. A-i é donca n‘autr corp che a anteragiss con nostr pont material limitand la possibilita dé
spostament. Se 'l pont a I'é ferm a veul di che l'arzultant total dle forse che a agisso a I'é zero. Son a
veul di che 'l corp che a fa da "vincol " a nostr pont material a-j aplica na forsa bon-a a "neutralisé " 'l
péis dél pont midem. Costa forsa as dis "reassion vincolar R ".

Pér adéss is limitoma a di che I'equassion fondamental dla mecanica che i I'oma vist prima,

vis-a-di F =m - a a I'é sempe valida, bastamach che la F (che adéss i indicoma coma Fi ) a sia
l'arzultant éd tute le forse. L'equassion a dventa :

IftOt =|f+§=m'5

Se 'l pont vincola a peul bogésse sota I'assion dla forsa aplica (pr'esempi un pont ch'a sghija
su un pian inclind), as bogia an manera diferenta da I0n ch'a faria se a fussa liber. La reassion vincolar
a I'¢ na forsa motobin particolar, dont él comportament a dipend dal tipo 'd vincol, ma son i lo
véddroma peui. Pér adess i podoma di che pér un pont material vincola an quaich manera, I'assion dél
vincol a echival a I'assion éd na forsa che i podrio di "artifissiosa ", che as és-ciama reassion vincolar.

— - - - ' - -
El prinsipi d'assion e reassion

Se adéss i consideroma doi pont materiaj P e Q e i suponoma che su un dij pont, suponoma
P, a agissa na forsa provoca da la presensa 'd l'autr. Sta forsa a peul avej na natura qualonque, a peul
esse gravitassional, elétrica, magnética, elastica 0 vincolar 0 'ncora d'autr. Son a veul di che sta forsa a
vniria a manche se i gaveisso 'l pont Q.

An costi cas i podoma verifiché con I'esperiensa che se la forsa che Q a produv su P a val F,
a-i € sempe na forsa ugual e contraria —F che 'l pont P a aplica al pont Q.

Pargj, se na massa pogia an 's na taula a aplica a costa na forsa F che a I'é so peis, la taula a
aplica an manera contraria na forsa —F a la massa. La forsa total che a agiss an sla massa a sara donca
Fiot =F —F =0, e la massa a sta férma.

Se ij pont a son nen l'un contra l'autr (coma pr'esempi ant él cas d'atrassion magnética),
antlora la linia d'assion dle forse a I'é cola che a uniss ij doi pont.

| arpijroma 'ncora sto sogét an prinsipi dla Dinamica.
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|J PRINSIPI DLA STATICA

I P'oma vist che la Statica as ocupa dl’echilibri éd sistema éd forse, soe condission e
conseguense. J’éstudi an sla Statica a son motobin vej, se i tnima cont che désgia Archimede a I’avia
parlane an termo che ancora adess a van bin, epura él concét éd base dla Statica, che a I’é la forsa, a
I’ha nen, ancora adess, na definission rigorosa.

Si i vardoma quale che a son le grandésse e ij concét che a intro an geugh. Pér fé son i
consideroma prima éd tut un sistema d’arferiment cartesian dij solit, e pensoma che an sto sistema a
vala él concét éd forsa i I'oma dait. Le definission che i elencoma a son pér dé I’idéja éd lon che as
trata. DOp a vniran esamina pi an particolar e ant l'ancreus.

El pont material

A I’é n’astrassion geometrica. A I’é un pont, andividua da soe coordina cartesian-e, andova a
peulo esse aplica éd forse. Sto pont a peul esse anmagina coma che a I’avéissa na massa che a peul a
soa vira esse na massa nen anfinitesima ma finia e sta massa a peul édco esse grossa. An Statica, pi che
d’autr as considera che na forsa qualonque a peul esse aplica al pont. Ant un camp gravitassional, se sto
pont a I'na na massa a l'avra 'dco na forsa péis aplica. Sto pont a peul esse ferm 0 spostesse.

El sistema reid

A I’é un sistema éd pont materiaj coma coj vist si dzora, an diferente posission ant I’éspassi
cartesian, che a I’han la carateristica éd manten-e fissa soa posission ressiproca. Son a veul di che se a
fusso uni da segment ideaj, sti segment a I’avrio sempe la stessa longhéssa e angoj costant fra ‘d lor. El
sistema peui, a peul avéj moviment éd traslassion e rotassion, coma i I’oma vist an Cinematica. Si an
anteressa €l fait che a sti pont a son aplica éd forse, a la mira che i parloma éd sistema réid éd forse. |
notoma che gnun sistema real a I’é vreman réid, ma sovens, cand un sistema real a ven aprossima con
un sistema réid as trata &d n’aprossimassion pi che bon-a.

El sistema elastich

A I’é un sistema coma col réid, andova pero le distanse e j’angoj a I’han mach na posission
sentral andova él sistema a I’é fait mach da le forse aplica da fora. Sota I’assion dle forse ij segment e
j’angoj a peulo esse deforma, e coste deformassion a produvo éd “Reassion” che a son forse che as
opon-o a la deformassion. Parland éd forse i carateriseroma édco ste reassion.

Sistema discrét e sistema continuo

Un sistema coma coj che i I’oma vist, fait da n’ansema fini éd pont materiaj, a I’é un sistema
che a ven ciama discrét. As capiss che un sistema parej a I’é teorich, e gnun sistema real a I’¢é parej.
Ma i véddroma che, sovens, masse reaj a peulo esse sensa aprossimassion pensa coma consentra ant un
pont (che i véddroma che a I’¢ dit barisenter) e che le forse a peulo esse considera coma aplica an col
pont. Parej I’éstudi dij sistema discrét a dventa concrét.

Un corp qualonque a I’ha un volum che a I’é nen zero e che a peul esse pensa coma I’ansema
éd n’anfinita éd volumet infinitésim, ognidun che as comporta coma un pont material. Coma i
véddroma, le adission (Somatorie) che as fan pér ij sistema discrét, an sto cas as cambio an integraj
esteis al volum, e la teoria a continua a fonsioné.
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Forse aplica

A un sistema &d pont a peulo esse aplica éd forse da fora che i ciamoma forse aplica. A fan
part dé sto tipo 'd forse édco ij péis dij pont materiaj. Ant un sistema teorich a-i € nen da manca éd
consideré ij peis, pérche ij pont a I’é nen dit che a deubio esse pont materiaj, ma a son giusta pont
d’aplicassion. Le forse, an costi sistema, a son giusta éd vetor aplica a un dait pont e a-i € nen da manca
éd supon-e cosa a aplica ste forse. An pratica qualonque sistema material a I’ha so peis, che a I’é na
component essensial d’ogni problema. Studiand él sistema an costa manera él peis a I’é antlora
considera un-a dle forse aplica. Diferenta a I’é la question cand ant él problema a venta consideré la
massa nen mach coma generatriss dél péis, coma as véddra. La figura 3 a mostra forse aplica.

Pont material P
Forsa éd rabastament F

Sistema réid éd doi pont

\ /
Pgis P ™ Forse C éd compression 7

Figura 3 - Forse aplica

Forse interne

Un pont qualonque P d’un sistema réid a peul apliché na forse a d’autri pont dI’istess sistema.
Pér él prinsipi che véddroma d’assion e reassion, se €l pont P a aplica na forsa F al pont Q, antlora él
pont Q a aplica na forsa —F ugual e contraria al pont P. Tute e doe ste forse a I’han la stessa riga
d’assion e vers contrari. Son a veul di che ste forse as anulo a doe a doe e a I’han nen efét an sl’éstat
cinematich (férm o an moviment) dél sistema. La figura 4 a mostra forse interne che a podrio esse daite
da I’atrassion dle masse dij pont, coma i I'oma vist.

~F2

Figura 4 — Forse interne

Vincoj e Reassion vincolar

I I’avroma manera d’aprofondi cost aspét éd la Statica an soa sconda part. Si a I’é necessari
noté prima éd tut 1on che as veul di cand che as parla éd vincoj e éd reassion vincolar, e che tipo éd
vincoj a ven-o considera.

Un vincol a I’é un pont, na linea o na surfassa che a limita la possibilita d'un pont 6 d’un
sistema reid éd bogésse. Suponend un corp pesant che a sia pogia an s’na surfassa che a lo sosten, dal
moment che sto corp a I’é ferm, as deuv conclude che I’assion éd tute le forse aplica a I’¢é zero e, daita
la definission éd forsa che i I’oma vist, son a capita cand I’adission vetorial éd tute le forse a I’é zero.
A-i deuv antlora essie na forsa che a compensa cola dél péis dél corp. Sta forsa a I’é svilupa da la
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surfassa d’apogg e a ven ciama reassion vincolar. An sto cas &l vincol a peul férmé él moviment vers
&l bass ma nen vers I’aut.

Un corp a peul esse vincola a sté an s'na surfassa, a sté an s’na linia a podej mach viré antorna
a n’ass 0 antorna a un pont, e via fort. Sempe 'l vincol a interven con na forsa éd reassion che a fa an
manera d’anulé le component dle forse aplica che a dario d’éspostament nen compatibij con ij vincoj.

Ij vincoj a son essensiaj ant la Statica pratica (beleché gnun corp a sta ferm se a I’é nen
vincola), ma a anterven-o édco ant la Dinamica limitand él moviment.

La figura 5 si sota a mostra vincoj e reassion vincolar an quaich cas.

Forse elastiche

Ste forse as arferisso a sistema elastich, a meno che a-i sio nen da consideré éd forse aplica da
fora dél sistema che a I’han costa origin, coma pr’esempi ha mola an tension taca a un pont d’un corp. |
véddroma peui I’origin dé ste forse. Ambelessi, pér védde coma as ésvilupo e soe consegoense, is
arferoma a le figure 4 e 5.

Un corp as dis elastich se sota I’assion éd na forsa a patiss na deformassion che a I’é
proporsional a la forsa e se, cand la forsa a chita, €l corp a torna a la forma éd partensa. La
deformassion a I’é cola che a serv a reagi con na forsa ugual e contraria a la forsa che a la provoca. Se
la forsa a supera un dait valor, antlora él corp a arpija nen la forma éd partensa ma a resta pi 6 manch
deforma. Sto valor éd forsa a I’é dit él limit d’ésnervament. Aumentand la forsa as riva al limit éd
rotura e él corp as és-ciapa. Ant él camp andova él corp as comporta coma elastich a val la lej d’Hooke
éd proporsionalita fra forsa e deformassion. La costant éd proporsionalita a dipend da la natura dél corp
e dal tipo éd deformassion.

Corp sospéis Corp vincola da Reassion

pivo e apogy —P1 dél
A Reéssion —P al pont A pIvO Pont vincola a sté an
éd sospension l\ s’na linea
Forsa P2
O che &l corp Reassion vincolar —Fn
aaplicaa Forsa P1
I’apo -
pogy cheélcorp N\ =TT
aaplicaal .
pivo -7
v Péis P dél
corp Reassion . " Component Fn che
-p? Forsa aplica a tira a porte &l pont
dlI’apogg fora dal vincol

Figura 5 — Vincoj e reassion vincolar

prima Al=x
| l ﬁ
= +——>F

Reassion —F

A

A
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= ~ - [ 5 -
2F N

Reassion —2F dop
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Figura 6 — Reassion elastica (corp perfetament elastich)

La figura 6 a mostra n’esempi d’elasticita a I’éslongament. A ven ciama slongament unitari

. X . . Al
€ 8l raport tra la deformassion e la longhéssa éd partensa ¢ :T

As definiss un modul d’elasticita a trassion E che a I’é dait dal raport tra la forsa che a agiss

su na session unitaria dél corp e I’éslongament unitari. E =

andova A a I’é la session dél corp

trasversal a la diression éd trassion. Son a I’ha sens se la session trasversal a I’é costanta. Dal moment
che con I’ éslongament la session a tira a strenz-se, la definission a ten cont dla session éd partensa. Le
dimension d’ésto modul a son [N/m?].

A I’istessa manera as peulo defini le carateristiche elastiche pér scoriment, torsion e pér
flession d’un corp, coma a ven arpresenta an figura 7.

La prima part éd la figura a mostra I’elasticita dé scoriment. Un blochet éd material a I’ha doe
surfasse paralele. La surfassa inferior a I’é¢ mantnua fissa e a la surfassa superior ¢ a ven aplica na forsa
tangensial F, pr’esempi atravers na piastrin-a ancola. L’ésfors © a I’é la forsa tangensial pér unita éd
surfassa. An figura a ven mostra lon che a val él coeficent d’éscoriment G, che a dipend nen da Ié
spessor dél blochet.

La sconda figura a mostra I’elasticita éd torsion. Na barétta a session sircolar a I’é bloca da
dzora e torsua da sota con un moment M (véddroma dop cos a I’é un Moment). Tute le generatriss dla
barétta a ven-o anclina éd n’angol ¢ con un mecanism d'éscoriment coma prima, con I’istess coeficent.

Daita la longhéssa e él ragg r dla barétta, e pér integrassion, as oten I’angol éd torsion 0 dla base
inferior, da 'ndova as peul torna arcavé G. A val la relassion arporta an figura.

Y - oo’
d E\ \\ session —T_
| eneratriss | tasversal |:|a F
ng \\ dla barétta
B
| I\ anpianta
o
[
[
i
i 0
[}
[}
:

¢=1/G
donca
G=1/0

M= (2) G (/1) 0 s= (1) (PP) / (ba®)
Figura 7 — Elasticita — Scoriment, Torsion, Flession

La tersa part éd la figura a mostra I’elasticita éd flession, e a fa védde coma na session
qualonque dla barétta a ven-a stira da la part esterna a la curvadura rispét a so ass, e comprimua da la
part interna. La flession a dipend ancora dal modul E dI’éslongament, che a val édco pér la
compression. El ragg r ed curvadura a I’é costant. As peul defini un modul éd flession J, misurand la
flecia s prodota da na forsa F an s’na barétta éd geometria conossua, coma mostra an figura.
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Na misura dél modul d’éslongament E

| foma n’esempi éd misura dél modul E pér I’éslongament, che a peul esse sperimenta an
manera facil. La misura a ven faita an s’un fil d’assél long un paira éd meter e dél diameter éd 1
milimeter. El fil a venta che a I’abia nen éd pieghétte che a fausserio la misura, e peui i suponoma che a
sia bin calibra coma diameter.

La figura 8 a mostra un sistema sempi pér fé la msura. As deuvro doi fij, un pija coma
arferiment e I’autr an misura. A venta avej doi nonio complét, fait pi 0 manch coma indica an figura,
che a peulo esse péssia an sij fij e che a pérmétto éd valuté un su vint éd milimeter. El fil d’arferiment a
I’é mantn( téis da un peis qualonque. El fil an misura a I’ha pendl da sota un sigilin nen trop grév. Ij
doi nonio a servo pér nen consideré le part finaj dij fij che a podrio esse con quaich piega dovua a
j’atach. La regolassion a vis a giuta a alineé bin ij nonio an partensa.

Con él sigilin veuid e ij nonio alinead as misura la distansa I. Pér son a-i é nen da manca éd na
grossa precision. Suponoma éd trové 1200 mm + 1 mm. Se adess i giontoma d’aqua ant él sigilin e i
misuroma con precision él volum d’aqua che i giontoma, i podoma savej con I’istessa precision la forsa
an pi che i I’oma aplica e che a corispond a n’éslongament dél fil. Pér valuté sto slongament i pioma la
diferensa tra 1on che a marca él nonio inferior, meno 1on che a marca €l nonio superior. Suponoma
d’avej gionta 12 liter d’aqua, che a son 117,72 N, e d’avéj misura un éslongament éd 0,8 mm. Antlora:

- F-l _ 117,72-12 —2249.10°
A-Al 0,785.107°.0,8-1073

che a I’é pi 6 manch &l modul E dl’assel normal arporta da le taule. Se i foma él calcol dj’eror
pér costa misura i véddoma che la part pi critica a I’é la msura dlé slongament, con n’eror persentual
che a supera él 10%. Pér un control che i soma ant €l camp elastich as peul voidé él sigilin e védde se i
nonio a torno a zero.

Regolassion a vis

Session dél nonio

‘\
- > , fij péssia
//
Péis /
qualonque — >

i

T T e Ty T
s G

g Foall 0

Figura 8 — Msura dél modul E pér I’éslongament
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Resistense

Le resistense a son forse che a nasso éd solit durant él moviment e donca a sario nen da
consideré ant la Statica. Ma a-i son almanch doi pont che i voroma consideré.

Prima éd tut vardoma cos a I’é I’atrito. Cand un corp material a I’é a contat con n’autr e a
tenta éd bogesse, ant &l pont éd contat as origino éd forse a che a tiro a opon-se al moviment.. Cand doe
surfasse a contat éd doi corp a sghio I’un-a ansima a I’autra i parloma d’atrito rasent mentre se le doe
surfasse a rotolo I’'un-a ansima a I’autra i parloma d’atrito volvent. An nostr cas a n’anteressa él prim
tipo, pérche sta forsa che as opon al moviment a I’ha un valor che a peul esse gross, e che as ésvilupa
édco se ij doi corp a son férm e na forsa esterna a tira a féje bogeé. Sta forsa a I’ha nen efét fin-a a cand
a supera nen un dait valor, che a I’é la forsa d’atrito al prim déstach. Na vira peui che &l moviment a I’é
stabili, sta forsa éd resistensa a cala éd colp, e a dventa, an vari cas, da la meta fin-a a un ters dla forsa
al prim déstach. As védd parej che la forsa d’atrito al prim déstach a peul determiné I’echilibri d’un
sistema. A basta pensé a na ramassa inclina e pogia al mur: se a-i fussa nen sto tipo d’atrito la ramassa
a sghijeria an sél paviment. L’echilibri determina da ste forse as és-ciama “echilibri labil”. Pér déscrive
sto tipo d’atrito as deuvra un modél che a ven presenta an figura 9.

La forsa resistenta tangent a la surfassa éd contat cand che &l corp a ven solecita a bogesse da
na forsa esterna (prima figura), a dipend nen da la surfassa éd contat (a meno che costa a dventa un-a o
pi punte ausse 0 na lama tajanta) e cand che él corp as bogia a dipend nen da la velocita. A dipend
mach dal péis dél corp e dal tipo éd surfasse. Son a I’é véra édco cand él corp a I’é ferm, con un divers
coeficent. Dait un particolar tipo éd surfasse, la relassion tra peis e resistensa a I’é na proporsionalita
direta:
R

R=P.f, edonca f, = 5 =tg(p)

Son a veul di che él coeficent d’atrito rasent f, a dipend mach da la natura dle surfasse. |
podoma scrive che él raport tra resistensa e péis a I’é ugual a la tangent éd n’angol ¢, com as védd an
figura.

\ /
\ /
\ /

\ f/

Y +
\ /

\ //

< \
\
\
\|

/ N\

Figura 9 — Atrito rasent

St’angol a stabiliss un cono d’atrito e as capiss che se l'arzultant fra peis e forsa éd trassion a
casca andrinta a sto cono, él corp a bogia nen. A saria come se la reassion vincolar a fussa pi nen
normal a la surfassa, ma inclina an vers contrari a la forsa éd trassion.

La sconda part éd figura a mostra anvece cand, sensa da manca éd na forsa éd trassion, él peis
dél corp midem a lo fa sghijé. El corp a I’é inclina e la forsa péis a casca fora dal cono d’atrito (a forma

n’angol pi gross éd ¢). An sto cas la component dél péis tangensial al pian a I’é pi grossa dla reassion
d’atrito.
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N’autr pont da consideré as arferiss a struture materiaj che a deubio esse stabile e che a peulo
esse sogete a I’assion éd fluid an moviment coma I’aria 0 I’aqua. Lon che a conta a I’é la forsa éd
resistensa svilupa da la strutura al moviment dél fluid, che as traduv ant na forsa aplica a la strutura. La
figura 10 a mostra un cas d’ésto problema.

Forsa aplica4

dal vent Vent

Cartél al vent

Figura 10 — Resistensa a la corent d’aria che a dventa
forsa aplica

Un cartél espost al vent a arséiv na forsa che a tira a spostélo 0 a s-ciapélo. Pér &l calcol éd so
echilibri a venta antlora ten-e cont d’ésta forsa, e supon-e na velocita dél vent che a sia pi grossa éd
cola che a peul capité (con un poch éd bon sens e I’esperiensa).

La forsa éd resistensa che as ésvilupa a peul esse, an fonsion dle condission e dle
semplificassion ch'as fan, dij tipo:

F,=n-C,-S-v opura F,=p-C,-S-7?

Andova na I'é la viscosita dél fluid (carateristica che i véddroma parland dla mecanica dij
fluit), p a I’é la densita dél fluid (raport tra massa e volum), C, e C'; a son coeficent (coeficent éd
resistensa) che a dipendo da la forma dlI’ogét, S a I’é la session esposta al fluss (session magistra, o
surfassa dél cartél an nostr cas). v a I’é la velocita dél fluid.

La prima espression a ven ciama "atrito viscos" e a val pér cite velocita, andova la viscosita a
I'é la rason pi amportante dl'atrito. La sconda a ven ciama "atrito idraulich”, pér velocita pi aute,
andova a I'é la densita dél fluid a intré an geugh.

| véddroma peui an aerodinamica che se I’ogét a I’é simetrich e se él vent a I’ha la diression
éd I’ass éd simetria, la forsa che as produv a I’ha I’istessa diression e vers dla corent d’aria. Ma se le
cose a son nen parej, la forsa aplica a peul pijé diression diferente. El coeficent C; peui, a cambia s0
valor an condission diferente éd dimension di’ogét e velocita dél fluss. Son i lo véddroma édco an
aerodinamica, parland dél numer éd Reynold.

Misura dél coeficent d’atrito rasent

Suponoma éd voréj misuré él coeficent d’atrito rasent tra doe surfasse d’assél che a sio staite
travaja con na daita machina. Is procuroma vaire surfasse e vaire blochet d’ésto assél e jé cobioma an
tute le manere, ogni vira pér fé la preuva ilustra an figura 11.

La preuva pér msuré I’atrito al prim déstach a I’é bin facil. A basta bute un blochet an s’na
surfassa e incliné costa pian pian misurand I’angol che él blochet as bogia. Pen-a &l blochet as bogia a
comensa a aceleré, pérche I’atrito as riduv.

La tangent éd I’angol a da él coeficent serca. La figura a mostra che él blochet a venta nen
che a I’abia j’angoj a spigol viv.
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Se él blochet a I’é tnu da na legera mola, che al déstach al’é nen téisa e donch a svilupa gnun-
e forse, man man che él blochet a sghija la mola as tend e a gionta soa forsa elastica a cola d’atrito, fin-
a a cand él vetor dél peis a torna andrinta al cono. Antlora él blochet as férma.

Conossend le carateristiche dla mola e misurand I’éslongament as treuva la forsa che a aplica
al blochet e as peul calcolé la part éd I’angol che a I’é dovua a I’atrito. El calcol a resta un poch pér
difét. Pér la sconda misura a venta conosse él peis dél blochet.

e m—

‘ ™~ Atrito al prim déstach: mola Atrito durant él
L ! completament arlassa lo ) moviment

1 ¢ \

: v\

, .

: \_ \ Nl Z\‘Z\\
N peis A A
TN atrito --------- o
HEO IR W forsa dla mola--------- s

Figura 11 — Msura dél coeficent d’atrito rasent

El moment éd na forsa

Coma pér tuta sta part, &dco si i doma mach quaich concét che a serv subit, pér peui andé pi
ant I’ancreus a so temp. Definima adess cos a I'é €l moment éd na daita forsa F rispét a un pont Pg, e
pér son is arferima a figura 12. Arcordoma édco 1on che i I’oma dit a proposit dij vetor.
M=FAB
"N B-sen(a)
P s N

Moment positiv

pian brass - forsa

Figura 12 — Momoent éd na forsa

Suponoma na forsa F che a I'na soa riga d'assion, e che i consideroma, pér adess, aplica a un
pont P. Pijoma peui un pont P, qualonque. | ciamoma Brass B dla forsa la distansa tra él pont P
d'aplicasson dla forsa e él pont P, pija coma riferiment. | disoma antlora che: &l Moment dla forsa F
rispét al pont P, a I'é él prodot vetorial dla forsa F pér €l brass B, con la convension che él moment a I'é
positiv se, vardand la forsa dal pont Py, da la part pija coma positiva dI'éspassi, la forsa midema a tira a
provoché na rotassion (0 a I'é orientd) an sens orari (a drita). Tut subit as diria che &l sens a I’é divers
da col defini parland dél moment dij vetor, ma a vardé bin, si él prodot a I’é la forsa pér él brass e 1a él
prodot a I’era brass pér vetor (i savoma che cambiand I’ordin dij fator ant un prodot vetorial as cambia
él segn).

88



Fisica sperimental — Mecanica —Part 3: Massa e Forsa

El moment éd figura, prima part, daita sta convension, a arzulta antlora un moment negativ.
Ant la sconda part a-i € un moment positiv. | notoma che él sen éd I'angol tra forsa e brass, moltiplica
pér él brass, a da la distansa dél pont P, da la riga drita d'assion dla forsa. Sta distansa a cambia nen se
la forsa as ésposta longh soa riga d'assion. EI moment, antlora, a peul esse defini édco se la forsa a I'é
"nen aplica" o méj, se as conoss nen él pont d'aplicassion ma as conoss soa riga d'assion (vis-a-di se la
forsa a I’é rapresenta da un “cursor”).

As peul védde facil che él moment a echival édco al prodot dél brass pér la component
normal al brass dla forsa. Donca un moment, pér esse ugual a zero, a venta che a ven-a da n'arzultant
dle forse ugual a zero opura che a l'abia él pont d'arferiment an sla riga drita d'assion dla forsa
risultanta.

| véddoma subit pi anans pérché i I'oma parla éd forsa arzultanta e nen mach éd forsa. El
moment a I’é na component motobin amportanta dI’echilibri e tornroma an sl’argoment ancreus ant la
sconda part dla Statica.

N’ideja an sla composission dle forse e dij moment

| véddroma peui sta part an tuti so particolar anteressant. Adess i acenoma mach che sicoma
forse e moment a son vetor, tute le operassion an sij vetor a peulo esse faite édco con forse e moment. |
véddroma coma un sistema éd forse qualonque a peussa esse rapresenta 0 da na forsa sola arzultanta, 0
da un moment sol, opura da na forsa arzultanta e un moment arzultant. Ste arzultante a ven-o da
I’adission vetorial dij vetor éd partensa. E pér adess i giontoma nen d’autr.

La cobia éd forse

La cobia éd forse a I’é mostra an figura 13. Doe forse uguaj F1 e F2. che a I’han vers contrari
su doe righe d’assion paralele a distansa b tra éd lor a son ciama na cobia éd forse opura mach na
cobia. As dis moment éd na cobia él prodot d’un dij doi vetor forsa, pér él brass b, distansa dle doe
righe d’assion. El moment a I’é un vetor perpendicolar al pian dla cobia. As trata d’un moment positiv
se la rotassion indica da le forse a saria an sen orari e d’un moment negativ se sta rotassion a saria an
sens atiorari. El pian individua da le doe forse as és-ciama pian dla cobia.

Fo Fo
b
b —e D2

Figura 13 — Cobia éd forse

M
[Eny
M
[Eny
o
N

I démostroma si sota che €l moment éd na cobia a dipend nen dal pont rispét al qual as
calcola. | suponoma (e véddroma peui che a I’é¢ vera), che &l moment total éd na cobia rispét a un pont
a sia I’adission dij moment éd le doe forse rispét a I’istess pont. La forsa total risultanta a smija zero
pérché a risulta esse I’adission éd doe forse uguaj e contrarie, ma i véddroma che na risultant vera, ant
ésto cas, a esist nen.

Prima figura:

Mc =F b +Fy-by ma |F|=—|F,| e by=b+b,
Mc =F, by —F,-(b+by)=—F -b (sens antiorari)
Sconda figura (b =b —by):

Mc =—F, by —F,-(b—by)=—F -b (sens antiorari)
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El moment éd na cobia a I’é un vetor nen aplica. Sovens con &l termo Cobia as indica an
manera nen giusta, él moment éd na forsa rispét a un pont. A venta fé atension. As dis sovens che un
motor a furniss na cobia, ma anvece él motor a furniss un moment.

L’echilibri

I I’'oma dit che la Statica a studia I’echilibri, e antlora i véddoma cosa i voroma di parland
d’echilibri. I disoma che un sistema éd forse a I’é an echilibri se tuti ij pont materiaj che a lo compon-o
a peulo manten-e soa posission ant &l sistema éd riferiment. | I’oma dit che na forsa, aplica a na massa,
a provoca n’acelerassion e donca na variassion éd velocita. Son a veul di che, pér esse an echilibri, tuti
ij pont d’un sistema a venta che a I’abio na forsa total aplica uguala a zero. Son a I’é vera se as
considero nen mach le forse aplica da fora, ma édco le forse interne al sistema, le reassion vincolar e
via fort.
Un sistema éd forse a I’é an echilibri cand la risultant total dle forse a I’é zero e la risultant total dij
moment a I’é zero rispét a qualonque pont.

Se un sistema a I’ha mach ma forsa risultant e nen un moment, antlora a peul vni echilibra da
na forsa ciama echilibrant ugual e contraria, che a peul esse aplica da fora. Se anvece él sistema a I’ha
mach un moment risultant, antlora a peul mach esse echilibra da n’autr moment ugual e contrari. Se
peui él sistema a I’ha na forsa e un moment risultant, a peul mach esse echilibra da forsa e moment
uguai e contrari. (védde la sconda part dla Statica)

N’esempi d’echilibri dij moment — La leva dél prim tipo
Consideroma un sitema réid coma an figura 14, fait da doe forse paralele, F; e F,, e n’asta

réida, sensa massa, che a peul viré antorna a un pivo che a fa da vincol, sensa atrito. E son an doe
situassion.

An general i disoma che la risultant a I’é, an costi cas, sempe I’adission dle doe forse.
Pensand che as trata éd peis, pr’esempi, se un a péisa A e un a péisa B, ij doi ansema, pi n’asta sensa
massa, a peiso sicurament A + B. | démostreroma peui che él moment dla risultant rispét a un pont a I’é
ugual a I’adission dij moment dle forse éd partensa rispét a I’istess pont. Ant &l cas dI’esempi &l pont éd
riferiment a I’é col dél pivo.

Reassion Reassion
A (echilibrant) (echilibrant) A by
b1 b2 i b1 b2
|
!
® e ! ® I ®
R X
pivo F2
Fl v Fl V V F2
YR YR

Figura 14 — Esempi éd moment an echilibri — La leva
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Pér la prima figura:
F,=2-F, ; by,=2.b; se F=F, antlora R=3-F
M1=—2'F'b1 ; MZIF'Z'b]_ ; Mtot=0

Son a veul di che, sicoma l'arzultant R a I’é nen zero, antlora soa riga d’assion a passa pér él

pont éd pivo. La reassion d’ésto pont , che a I’é ugual e contraria a R, a produv la forsa echilibrant él
sistema.

Pér la sconda figura:
F=F, ; by=2:b se F=F, antlora R=2-F
M1=—F'b1 ; MZZF'Z'bl ; Mtot:F'bl

él moment dlI'arzultant a risulta :
MRzﬁ'bXZZ'ﬁ'bXZMtot:F'bl ; bX:_

El moment total a I’é pi nen zero. La reassion vincolar a val —R e a produv I’autra forsa éd na
cobia faita da R, —R e él brass by. Ant ésto cas la reassion vincolar a compensria la forsa ma nen él
moment, pérche a ven aplica an s’na riga d’assion diferenta da cola dl'arzultant. Costa a I’é la leva dél
prim tipo che a mostra coma na forsa cita a peul compensé-ne un-a grossa e con un cit ésfors as peul
aussé un gross peéis. | tornroma peui an sto discors.
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Pagina lassa veuida aposta
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LA GEOMETRIA DLE MASSE

Dop avéj bin analisa la forsa péis, véddoma adess éd parlé éd Barisenter e éd Moment
d’Inersia d’un corp material. Pér 1€ scond argoment i véddoma mach com as calcola, e i véddroma
peui soO significa e rason. Ij butoma ansema pérche a son doe carateristiche che a dipendo da coma la
massa dél corp a I’é déstribuia ant I’éspassi (forma e densita dél corp).

Ancaminoma a védde un sistema reid éd pont materiaj. Se un sistema a I’é forma da un

- - - . - Y n
numer n éd pont materiaj ognidun con soa massa m; la massa m total dél sistema a sara: m= >m; - Se

1
anvece €l corp a I’é nen discrét ma continuo, antlora a peul esse considera coma na linea, na surfassa
opura un volum. Ogni element infinitésim ds dél corp a conten na massa infinitésima dm. | I’oma:

estension dél corp: S :Ids ; massa dél corp: m:Idm
S S

Pér ogni element éd I’estension, che i I’oma vist che a peul esse na linea, na surfassa 0 un
volum, i podoma defini &l raport: p=d— che i ciamoma densita dél corp an col element. Se tuti
S

j’element dél corp a I’han I’istessa densita, antlora él corp a I’é omogeni. An sto cas la massa a sara:
m=p-S.

El barisenter

Pensand a un camp gravitassional con valor costant g e considerand soe linee éd forsa
paralele ant la part d’éspassi che a anteressa, se él sistema vist as treuva ant ésto camp, su ogni pont
material éd massa m; a agiss na forsa fi = g - m; con la diression dél camp. | I’oma désgia vist coma
esempi che doe forse paralele con I’istess vers a I’han n‘arzultant an s’na daita riga d’assion, paralela a
le forse e con valor ugual a I’adission dle forse. | véddroma peui, parland dla composission dle forse,
Che forse paralele aplica a pont a I’han coma arzultant na forsa aplica a un pont che a cambia nen se le
forse, mantnue paralele, a cambio diression. Per qualonque valor dél camp g basta mach che a sia
I’istess pér tute le masse, €l pont d’aplicassion dl'arzultant a I’é sempe I’istess e a I’é carateristich dél
corp 0 sistema réid éd pont materiaj. Sto pont a ven ciama Barisenter.

El barisenter dij sistema discrét

Se i pensoma a un sistema reid éd pont arferi a na terna cartesian-a, ogni pont a I’avra soe
coordina Pi(Xi, Vi, zi) e soa massa m;. Coma i véddroma peui, él pont d’aplicassion G dl'arzultant a I’é
andividua dal vetor:

Sg-m-(R-0) Ym-(R-0)
G-0=-1 =1

Z::g'mi Zmi

1

Se adess i ciamoma Xg , YG , Zc , le coordina dél barisenter G, con un qualonque pont pija
coma origin dél sistema, a valo le espression:
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n
se m=2mi a I'é la massa total dél sistema:

1
n n n
2 M - X; 2 Mi - Vi 2. M; - Zi
1 . 1 . 1

X e — y y e SE— y Z = —

¢ m ¢ m ¢ m

Ste tre equassion a peulo esse édco scrite ant la forma:

n n n
1 1 1

Se i ciamoma moment éstatich d’un pont material rispét a un pian él prodot éd soa massa pér
la distansa da col pian, positiv se la distansa a I’é da la part éd I’espassi pija coma positiva e negativ se
la distansa a sta da I’autra part, i podoma antlora di che:

L’adission dij moment éstatich d’un sistema réid éd pont materiaj rispét a un pian a corispond al
moment éstatich che as avria se tuta la massa dél sistema a fussa consentra ant él barisenter.

Son a val pér un pian generich, e an particolar pér él pian xy (z=0), per él pian xz (y=0) e pér
él pian zy (x=0). Ant I’istessa manera i podoma vardé él moment statich rispet a un pont 0 rispet a una
riga drita e rivoma a I’istess arsulta, che I’adission dij moment dij pont a echival al moment statich che
a I’avria él barisenter se tuta la massa dél sistema a fussa consentra ant &l barisenter.

N’autra cosa amportatnta a I’é che pér él barisenter a val la proprieta distributiva. Se un
sistema a ven pensa coma divis an doe o pi part, ognidun-a éd coste a I’ha un so barisenter. Se as
considera un sistema fait dai pont che a corispondo a sti barisenter, ognidun con na massa ugual a la
massa total &d la part éd sistema relativa, sto scond sistema a I’ha I’istess barisenter dél sistema éd
partensa.

Se un sistema éd pont m a I’é supost esse dividu an doi sub-sitema m’ e m””, dont él prima I’é
fait dai pont P’ e I& sond a I’é fait dai pont P”, a sara m =m’ +m”, mentre I’ansema dij pont P a I’¢é
I’adission dlI’ansema dij pont P’ e P”’.

Se G a I’¢é él barisenter dij pont P, G” a I’¢é él barisenter dij pont P’ e G a I’¢é él barisenter dij
pont P”, i podoma scrive:
mi-(F'-0) 2im] (pj-0)
—~ -  G'-0= "
xm Zj mj

o Zmc(Rc=0)_Xmi (A -0)+¥;mi-(Ff-0) m.(6'-0)4m-(6"-0)

G'-0-=

G - ’ n

2 M m m’ +m
Sensa dé éd dimostrassion, vist che la cosa a I’é bastansa intuiriva, as capiss che, se un
sistema, fait éd pont con I’istessa massa, a I’ha un pian éd simetria, él barisenter a sta su sto pian, se a
I’ha n’ass éd simetria él barisenter a sta an s’I’ass, se a-i & un pont éd simetria, col a I’é él barisenter. Se
le masse dij pont a son diferente, as peul ancora parlé éd simetria se ij pont geometricament simetrich a
I’han édco I’istessa massa.

El barisenter dij corp materiaj

An pratica qualonque corp a I’ha un volum, ma sovens as peul aprossime quaich tipo éd corp
a na linea 0 a na surfassa. Ant ogni cas as peul consideré n’element infinitésim ds dé sto corp e
I’element infinitésim dm &éd massa che a conten. Ed son i I’oma désgia parla an prinsipi.

Adess a basta apliche a tuti sti anfini element 10n che i I’oma vist pér un sistema éd pont
discrét. Le somatorie a dvento integraj esteis a I’espassi S ocupa dal corp. Se él corp a I’é omogeni,
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soa densita p a I’é na costanta, désno a I’é fonsion dla posission. Consideroma nen si sta sconda ipotesi.
A valo antlora le relassion:

I(P—O)-p-ds
G-0=3
Ip-ds
S
X-p-ds -p-ds z-p-ds
[x-p [y-p [z:p
XG:S— , yG:S— - ZG:S—
Ip-ds Ip-ds Ip-ds
S S S
Pér un corp omogeni (p costant):
jx-ds Iy-ds Iz ds
_S _S S
X6 Ids » e Ids $ 6T Ids
S S S

Se él corp a I’é na linea 0 na surfassa 0 un volum él denominator a sara éd consegoensa la
longhéssa, I’area 0 él volum dél corp.

Barisenter éd quaich figura comun-a

Parloma éd corp omogeni. | I’oma vist che se na figura a I’ha un pont éd simetria, col-lia I’é
sO barisenter. Se la figura a peul esse scomposta an figure che a I’han un pont éd simetria, antlora as
peulo compon-e ij barisenter coma i I’'oma vist pér trové él barisenter total, tenend cont che ogni
barisenter parsial a “péisa” coma &l volum, la surfassa 0 la linea che a “arpresenta” 0 méj, a la qual as
arferiss.

La figura 15 a riporta un poch dé ste figure, pér le quale €l barisenter as treuva subit, pérché a
I’han daspérlor un pont éd simetria 0 pérché as peulo scompon-e an sub-figure che a I’han un pont éd
simetria e dont as conoss I’estension (naturalment i pensoma a corp omogéni).

Figura 15 — Barisenter éd figure sempie

An figura as fa édco védde coma as treuva €l barisenter d’un triangol qualonque.
Considerand la median-a AH, as védd che, pér le proprieta dij triangoj simij, AH a taja an doe part
uguaj ogni element infinitésim ds che as estend da I’antorn d’un pont dél lat AB fin-a al lat AC, e
paralél al lat BC taja an doe part uguale da la median-a. Sti element infinitésim, andand da A a B a
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quato tut él triangol. Son a veul di che él barisenter a venta che a staga an sla median-a. Ma él discors a
val édco pér j’autre median-e, e antlora él barisenter a sta al pont éd crosiera dle median-e. (Son a
démostra édco che le median-e a venta che as ancontro tute e tre ant un sol pont).

lj teorema 'd Guldino

I suponoma d'avej na surfassa pian-a arferia a un sistéma 'd doi ass cartesian Oxy, con l'ass y
che a traversa nen la surfassa. Son a I'é déscrivu, pr'esempi, da la surfassa disegna an figura 16. Se i
foma viré la figura antorna a I'ass y pér in gir complét, sta figura a déscriv un solid éd rotassion.

y

O X
Figura 16 - Prim teorema 'd Guldino

El volum V dé sto solid a sara compost da tuti ij volumet dV déscrivu da tute le surfasse dS
dont a I'¢ composta la surfassa S.

Ogni volumet dV a I'ha un valor che a I'é dait da dV =2 7 x dS, e donca 'l volum total V a
sara dait da l'integral V =27 [xdS .
S
I podoma noté che, dal moment che na surfassa astrata a peul esse considera coma omogeénia,
[x-ds  [x-ds

S =3 e donca [xdS=xqS, con xq ugual a
[ds S S
s

la coordina dél barisenter dla figura. A basta sostitui ant I'espression ch'i I'oma scrivu prima e as oten
subit che V =27x,S.

| podoma donca scrive che (prim teoréma 'd Guldino) &l volum d'un solid genera da la
rotassion éd na figura pian-a antorna a n'ass complanar con la figura e estern a costa a I'é dait da la
surfassa dla figura moltiplica pér la longhéssa dla sirconferensa pércorua dal barisenter dla figura
midema.

Ant l'istessa manera as peul dimostré (e si i lo foma nen) che (scond teorema 'd Guldino) la
surfassa genera da na porsion éd linia pian-a che a vira 'ntorna a n'ass complanar a la linia e esterna a la
porsion éd linia midema a val la longhéssa dla porsion éd linia moltiplica pér la longhéssa dla
sirconferensa pércorua dal barisenter dla porsion éd linia midema.

a val l'espression ch'i l'avio trova Xg =
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El moment d’inersia

Parej com a I’¢é stait defini un moment dél prim ordin a proposit dél barisenter, as peul defini
un moment dl’éscond ordin, che as arferiss a coj efét dla massa che a dipendo da la distansa fra la
massa e n’ass e a dipendo nen da la part rispét a I’ass andova as treuva la massa. Ed pi, as véddra che la
dipendensa che an anteressa a I’é cola dal quadra dla distansa.

El moment d’inersia | a ven antlora defini rispét a n’ass, e pér un sistema discrét éd pont
materiaj, ciamand r; le distanse dle masse m; da I’ass, se n a I’é él numer dij pont materiaj, i podoma
scrive:

Moment d'inersia | éd n pont materiaj:
I=m;-r? [kg-mz]
n

A I’istessa manera éd prima, se anvece d’un sistema éd pont as considera un corp material
con n’estension S, él moment d’inersia a dventa:

Moment d'inersia | d'un corp material d'estension S:

I:jrz-dm:jp-rz-ds : e se &l corp a I'é omogeni ; I:p-jrz-ds
S S S
Se adess i scrivoma: | =m -52 ,aarzultache 6 = E , andova m a I’é la massa dél sistema

0 dél corp. El sens éd &, che as és-ciama “ragg d’inersia”, a I’é che:
él sistema 0 corp a I’avria I’istess moment d’inersia rispét a n'ass r se tuta soa massa a fussa
consentra a distansa ¢ da l'ass r.

A I’istessa manera as podria édco defini un moment d’inersia rispét a un pont opura rispét a
un pian, ma an pratica a son definission mai dovra.

Adess i vardoma na carateristica amportanta dél moment d’inersia e is arferima a figura 17,
andova as fa édco noté (prima part) che la distansa al quadra r’ da pont a ass, se u a I’é él versor éd

I"ass t, a peul &dcod vni scriviia coma: [(P - 0)AG]?> =r? andova O a I’é un pont qualonque 'dl’ass.

; [(P —O)/\U]2 —r2 a ag
t ,
r P
u o
0

Figura 17 — Moment d’inersia rispét a ass paralej

Se adess i consideroma un sistema éd pont P; ed massa m; (4 pont an figura) e n’ass a
qualongue con versor u, indicoma con G él barisenter dél sistema e con ap la riga drita che a passa pér
G e a I’é paralela a I’ass a. Pér ogni pont dél sistema as peul scrive (Pj — O) = (Pi - G) + (G - O),
antlora:
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(P —0)ATGP =[(R - G)Ali + (G - O)ad]? =
=[(R -G)A ]2 +[(G —O)/\G]2 +2-[(R - G)al]x[(G - 0)ad]

i)

Se i moltiplicoma pér le masse e i adissionoma su tut él sistema, i trovoma & moment
d’inersia I rispet a I’ass a:

I =Y m; -[(F - 0)at =Y m; -[( = Gt + Y m; -[(G - O)aa]

E son pérché ant I’ultim termo a-i é él prodot Zmi [(P, - G)/\ U] che, pér la definission dél
n
barisenter, a val zero. A risulta antlora che:
El moment d’inersia | rispét a n’ass a qualonque d’un corp 0 sistema material a val I’adission dél

moment d’inersia lp dél corp rispét a n’ass che a passa pér él barisenter e paralel a I’ass dél
problema, pi &l moment d’inersia che as oten considerand tuta la massa m dél corp ant él barisenter,
pér él quadra dla distansa d dél barisenter da I’ass.

=1y +m-d?

Se i consideroma ij ragg d'inersia 5 e dp relativai moment d'inersia ch'i I'oma vist si dzora i

/ I /I \
l'avromached =,|— ; Jg= 0 edasonaarzultache 52 = 502 +d?
m m

Variassion dél moment d’'inersia con l'ass

Cost a I’ un problema che a I’ha grosse implicassion an Dinamica e che i véddroma peui. Se

i pijoma un corp qualonque, ed massa total m = Z m; , un pont qualongue O e n’ass qualonque & che a
n
passa pér sto pont, i podoma calcolé él relativ moment d’inersia dél corp rispét a I’ass, che i suponoma

ch'a I'abia un versor u. | I'avroma che I =Y "m; -[(P; —O)A a]?> andova P; a I'¢ un pont genérich dél
n

sistema. Arferendse a na trien-a cartesian-a ortogonal con senter ant él pont O, i I'avroma che x;, Vi, zj

a saran le coordina éd P; e le component dél versor u a saran «, 3, y, cossen diretor dl'ass & Ancora i

disoma che ij versor dj'ass coordina a sarani, j, k.

Donca i l'avroma (P; —O)=x;i + y; j+z;k e'dcd U=ai+p]+yk eipodoma
scrive 'l quadra dél prodot vetorial si dzora coma:

i ] k
(P -0)AtP =x; yi zi|=lale; T-yik)+ B lxi K=zi T)+y (yiT-x; T)F
a p oy

Svilupand costi calcoj algébrich e tnisend present che ij pont a son ferm e a son arferi a na
trien-a fissa, i I'oma che 'l moment d'inersia I rispét a I' ass qualonque & a I'¢ mach fonsion dij cossen
diretor dl'ass (vis-a-di dél versor u ) e a pija la forma :

| =Aa? +BB% +Cy%2 —2D By - 2Eya — 2F af

con A, B, C, D, E, F, che a son costant che a dipendo mach da le masse e da le posission dij pont.
Dal calcol a ven che ste costant a valo:
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A=Ym(y? +2zf) ; B=Ymi(xt+2?) ; C=3m(x{ +y?)

n n

D=>myizi ; E=Xmxjz; ; F=Ymixy
n n n

Costa a I'é I'espression che a da 'l moment d'inersia an fonsion dél versor dl'ass che a passa
dal pont O.

Ma i podoma 'dco fé n'autr déscors, e parte da I'espression vetorial &l moment d'inersia che i
I'oma scrivu prima :

I =>m; [P —0)au]

e consideré, pér ogni reta che a passa da O, un pont Q tal ch'a sia Q —O =0/+/1 . Costaa I'é nen na I§j
fisica (a cobierio nen le dimension) ma mach n'espression numérica con so significa geométrich. |
l'omache 0=(Q —O)-JT che i podoma sostitui ant I'espression éd | e i othoma che :

=S mi [P ~0)A(Q-0)WIT vis-a-di Sm; [P —0)a(Q-0)F =1

Costa, an fonsion dla posission Q, a I'é I'equassion éd n'elissoid con senter ant €l pont O. Se i
indicoma con x, Y, z le coordina 'd Q rispét a nostra trien-a d'ass con senter an O, e donca i butoma che

Q-O=xi+y]+z K, i podoma védde che da costa equassion i arcavoma (sostituend e dividend
pér 1) I'equassion cartesian-a dl'elissoid che a I'é:

Ax%2 +By2 +Cz? -2Dyz -2Ezx -2Fx y=1

I notoma che A a I'é '| moment d'inersia rispét a I'ass x , che B a I'é '| moment d'inersia rispét a
l'assy, che C al'é 'l moment d'inersia rispét a l'ass z .

Se i pijoma na reta qualonque r che a passa pér O, costa a 'ncontra un pontv Q dla surfassa
dl'elissoid da na part e un pont Q' da l'autra part rispét a O. Pér com i I'oma costrui st'elissoid, i I'oma

che |Q —O| =]|Q" —O| e che 'l moment d'inersia | rispér a costa reta r a val | =L2. Donca I a dipend
oQ

nen da l'orientament dla reta, e a val l'invers dél quadra dél ragg dI'elissoid che a aparten a cola reta.

Se, tnisend ferm &l pont O, i cambioma la diression dI’ass che a passa pér O, él relativ
moment d’inersia a cambiera édco chiel.

Fra tute le diression possibij éd I’ass a-i na sara un-a andova €l moment d’inersia 11 a I’é
minim. Ciamoma st’ass &;. A sto moment d’inersia minim a corispondra 'l ragg dl'elissoid massim, e
un dait ragg d’inersia &; (védde prima).

A I’istessa manera a-i sara n’autr ass andova &l moment d’inersia a I’é massim. As dimostra
che, qualonque a sia él corp, I’ass che a passa pér O e che a-j corispond &l massim moment d’inersia 12,
ass che i ciamoma &, a I’é perpendicolar a &;, che a-j corispondia &l moment minim. A sto moment
d’inersia massim a corispondra él ragg minim dl'elissoid e, coma prima, un ragg d’inersia o..

A sta mira as considera I’ass che a passa pér O e che a I’é perpendicolar a tuti e doi j’ass &; e
&>, e che i ciamoma &3.

Rispét a cost ass a-i sara un moment d’inersia I3 che a I’avra un valor compreéis fra j’autri doi
valor, minim e massim, che i I’oma trova. A sto moment d’inersia, coma sempe, a corispond un ragg
dl'elissoid e un ragg d’inersia J;3.
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Sti tre ass a son ciama ass prinsipaj d'inersia relativ al pont O. Se i pijoma propi costi tre ass
coma ass coording, anlora I'equassion dI'elissoid as semplifica e a dventa:

Ax? +By?2+Cz? =1

lj ragg d'inersia rispét a costi ass a valo &y =‘/é ; Oy =\/E ;0 =\/§ e a son
m m m

ciama ragg prinsipaj d'inersia.
Son a val pér un pont darferiment qualonque. Se coma pont O darferiment a ven pija él
barisenter G dél corp, antlora ij tre ass a son ciama ass sentraj d’inersia.

An figura 18 i arpresentoma 1on ch'i I'oma dit.

Figura 18 - Elissoid d'inersia
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