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1. Richiami sui vettori

Def.: Un vettore é una classe di segmenti orientati equipollenti.

Un vettore caratterizza delle grandezze fisiche identificabili non solo con
una “MISURA”, ma anche con una direzione ed un verso.

BN
v
—| = modulo o lunghezza del
v
vettore

. direzione

Alcune proprieta vettoriali:

- se|—>| = |—>|alloraB=—A.
A B

H

B

e Proprieta di commutativita della somma: A+B=B+4
¢ Associativita della somma: (ff + §) +C=4A+B+0
e Commutativita del prodotto per uno scalare: mA = Am

e Non commutativita del prodotto vettoriale: AxB=—-BxA

La componente di un vettore, ovvero la proiezione ortogonale di un

vettore su una retta:

- .2
P é la componente di A lungo 7 e
quindi si puo scrivere

,

T

P= |/T|cos (a) H
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Rappresentazione cartesiana dei vettori:

A= (A7 +A)]+Ak) dove A, Ay e A,
sono le componenti del vettore lungo i

R
tre assi ovvero le coordinate di A.

Ovviamente si avra |A)| = JAZ + A% + AZ.

-

Ay]

V<

Prodotto scalare:
A-B =|4|-|B|cos (@) dove o el'angolo tra i vettori;

se conosco le coordinate 4 = (Ay, Ay, AL) € B = (Bx, By, B;) allora ho

A-B=A.B,+AB,+A,B,

Ricordare che:

S
{l.
7.

Prodotto vettoriale:

\‘l ~]

=7

con |C| = |4||B|sen(d) e Ax B = -B x A

(ricorda la regola della mano destra!)

In coordinate cartesiane 4 = (Ay, Ay, AL) € B = (B, By, B;) si ha:
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k
4,
B,

=1(A,B, — A,B,) + J(4,B, — A,B,) + k(A,B, — A, By)

T
AXB=|A, A,

B, B,
esiosserviche(ﬁxﬁ)-A):O.

2. Esercizi sui vettori

I vettori sono stati introdotti, accanto agli scalari, per rappresentare
grandezze fisiche in forma invariante rispetto a traslazioni o rotazioni
del sistema di riferimento.

Si consideri il seguente esempio:

z2=7' I vettore OB @& definito nel
riferimento Oxyz. Esso presenta la
seguenti componenti:

OB, = OEj = 7.0 in tale sistema
0B, = OFk = 3.1k
appare evidente che :

v<

|0B| = /OD? + OE? + OF2 = 8.7

Effettuiamo wuna rotazione della
—_—

terna cartesiana in modo che x’ coincida con la direzione OC. Il nuovo

P —

sistema di riferimento € Ox’y’z. Nel nuovo sistema di riferimento OB

giace nel piano X'z e pertanto OB = OCU + OFk’. Ma ora OB, = 0 con

|0C| =VOD” + 0E2 = 8.2 ¢ OF = 3.1

Appare quindi evidente che, anche nel nuovo sistema, si ha |@| =

\/@xfz + 0B, + 0B, =822+ 0+3.12 =87

Esempio n°2:
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Siano dati d=20+2V3] e b=2V31+2] .

y — -
1 Trovared-bed X b.
Si procede alla determinazione di 8. Ora € noto
N che d-b=abcos(0) = a,b, + a,b, = 44/3 +
7| B/ 4+/3 = 8v/3. Ma anche
0,
T b X >
' - > (a=.a2+a2=+V16=4
= { 7 . Per cui si pud
b=,bZ+bZ=vV16=4

Gxbxtayby _ 8V3 _ 0.866 e quindi
ab 16

6 = 30°. A questo punto |d X B| = absin(d) =8 e d x b & entrante nel

scrivere cos(6)

foglio.
Esempio n°3:

In  wun riferimento Oxyz si
considerino due vettori nel piano xy.

dcon |d| = 4 e 0=45° posto a destra
dell’asse x

b con |b| = 5 e a=15° posto a destra
by b dell’asse y

/ . -
ay Determinare d X b.

y Sia @ che b hanno a, e b, nulli
"""""""" a Quindi

V2
a, = |d| cos(a) = 4 cos45° = - = 2V2

V2
kay = |d| sin(a) = 4sin45° = 47 =22

e quindi d = 2v27 + 2v2j + Ok.

Per I’altro vettore si ha:
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b, = —|b|sin(8) = —5sin15° = -5 0.26 = —1.3
b, = |B| cos(B) =5co0s15°=5%0.96 = 4.6
e quindi b = —1.37 + 4.6] + Ok.

Di conseguenza

T oT ok T ]k )
ixb=la, a, a)|=|oy7 2vz o|=(2V2*46+2v2x13)k=
by by bl 1-13 46 0

11.8v2k

Percuidxb={0 0 11.8v2}

Esempio n°4:

Verificare tramite 1'algebra vettoriale che

sin(a + B) = sina cos 8 + cos a sin 8.

Y Consideriamo due vettori cosi definiti
G da = cos(a) T+ sin(a)J o
- L L , per essi si ha,
/( b = cos(B)1—sin(B)]
\ﬁ; ¥ ovviamente, |d| = |B| =+Vcos?a + sin?a = 1.
b Allora si esegue
ixb= |Ei||B| sin(a + ﬂ)[—z] ma dxb=[cos(a)l+ sin(a) J]

[cos(B)T—sin(B)]] = cosacos BIXT—cosasinBiX ]+ sinacosfjX1—
sinasinBj X7J.

Ricordando che Ix7=]Xxj=0elXj=—]X7=ksihache

dxb= sin(a + ﬁ)[—E] = (sina cosf + cos a sin [)’)[—E] che era quanto

da dimostrare, essendo unitari i moduli dei vettori.

3. Cinematica del punto materiale

Si ricorda che:

a) la meccanica studia il moto dei corpi e le cause che lo determinano

6
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b) la meccanica si divide in
a. CINEMATICA, che studia le -caratteristiche del moto
indipendentemente dalle cause;
b. DINAMICA, che studia le cause che determinano il moto;
c. STATICA, che studia il caso dei corpi in quiete o in
equilibrio.
c) nella Cinematica del punto materiale le dimensioni del corpo (il
punto) sono trascurabili in relazione agli spostamenti
d) dato un opportuno
sistema di riferimento

Punto in moto OPrappresenta il vettore che

individua istante per istante

Z(t)E . traiettoria

la posizione del punto nel

o sistema di riferimento.

o) yoy oy E ovviamente OP = x(t)I+
y(©)] + z(£)k dove x(t), y(t) e
z(t) sono le equazioni orarie

---------------- delle componenti del moto di
P lungo la sua traiettoria.

Ma si potrebbe anche definire una ascissa curvilinea s lungo la stessa
traiettoria:

o p in tale caso sara s(t) 'equazione oraria
S
f\/ del moto.

e) Moto Rettilineo Uniforme

o X, X X in tale caso la VELOCITA’ e costante e si
> < . Xo2—X . .
A puo scrivere v; = “—= = cost. e quindi

274

I'equazione oraria & x(t) = xo + vst e puntualmente vy = x(t).
f) Moto Rettilineo Uniformemente Accelerato

in tale caso e la
» ACCELERAZIONE ad

Xo X X; X;

N N\ N\ N\
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V33—V . .
——— = cost. e quindi
372

avremo che v(t) = vy + at e puntualmente a = v(t) = X(t). In tale caso

essere costante e, pertanto, si puo scrivere a =

la legge oraria sara x(t) = %at2 + vot + xo.

Un'altra utile relazione ¢ poi la seguente: v — v} = 2as dove vy e v; sono,

rispettivamente la velocita finale ed iniziale e s & lo spazio percorso.
Esempio n®5:

Un punto materiale si muove di moto uniformemente accelerato secondo
il seguente diagramma dell’accelerazione.

Per t=0 si ha x=0 e v=0. Si chiede:

» x [m]  Dividiamo il problema in due fasi. In

PN

una prima fase il moto e accelerato

a2 [m/sec?]
+10 ——— e Quanto spazio percorre prima
di fermarsi?
¢ Quanto tempo dura il moto?
0 3

con a; = +10m/sec* , pertanto si

. 1
avra x(t) = Ealtz ed essendo x;=3m

. . ,2 .
siavrat; = % = 0.77sec. Poiv; = a,t; = 7.7m/sec.
1

Nella seconda fase del moto a, = —5m/sec? e x(t) = %aztz + vt + x; ed

anche x(t) = a,t + v, . Pertanto l'arresto avverra dopo un tempo #f,

determinabile come a,t, +v; =0 e allora t, = —% = % = 1.54sec. Si
2

calcola, quindi, lo spazio percorso x, = —%5(1.54)2 +7.7(1.54) + 3 =
8.9m. Tutto il moto dura t; + t, = 2.31sec.

Esempio n°6:

Un cannone lancia un proiettile a velocita vy=300m/sec. Calcolare 1'alzo
del cannone per avere la massima gittata e determinarne il valore.

Schematizziamo il moto nel seguente grafico:
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Ay le componenti del moto
sono le seguenti:

Asse x: moto rettilineo

uniforme.
N L P Asse y: moto
Voy = Vo sina To AX ~.  _x  uniformemente accelerato.
| X
—! € .
Vox = Vo COS E allora potremo scrivere

le seguenti equazioni:

X = vat

Voy = Vo Sina

y

1
y=—§gt + Vgyt

Considerando la gittata x,, tale spazio sara percorso dopo un tempo cosi
determinabile:

X

=20 =-_%9 o4 le i llo di dovra i
t = = e dopo tale mtervallo di tempo dovra necessariamente
Vox Vg Ccosa

essere y=0, per cui

0= —%g (x—g)z + vy sina (x—g) Da cui si ha:

Vg COS @ Vo COS &

Xg [gxg — 2v2 sina cos a] = (0, e scartando la soluzione nulla avremo

ve .
Xy = —sin 2a.
g

. . ] dx v . .
Per determinare il valore massimo d—; = ;02 cos2a = 0 e si avra 20=90°

2 2
ovvero a=45°. Mentre il valore della gittata sara x 4, = vo — BOO7 _
9.8

9183.67m
Esempio n°7:

Un sasso e lanciato verso l'alto con vy;=25m/sec. Calcolare la massima
quota raggiunta ed il tempo impiegato. Un secondo sasso e lanciato

verso l'alto, sulla stessa traiettorie del primo, con wvgp=15m/sec ed
9
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esattamente quando il primo ha raggiunto la massima quota. Dopo
quanto tempo si scontreranno? E a quale quota?

l g=9.8mssec  y(t) = —%gt2 + vy, t ed anche vj? —v3, = —2gH;lo

2 2
stop avverra per v=0 e quindi H _vo _ (29)%

A

1

1

|

: 29 2(98)

! 31.88m.

1

1

! Poi dalla definizione di accelerazione a = —g =
) _ 5

: T Vo1=25m/sec v U01, pertanto t; = Vo1 _ 25 ~ 2 55gsec.

Per il secondo sasso si deve scegliere un conveniente sistema di

riferimento.
g4 ETTTT t Primo sasso fermo In tale sistema di riferimento si potra
, scrivere:
—_1 .2
. Y2(t) = =3 gt* + vpat
| ! 1
| | y1(8) = H — - gt?
! Al momento dell’'impatto dovra essere
. i Voz=15m/sec y1=y2. Quindi si scrivera:
1 1 s H _ 3188
H— Egt2 = —Egt2 + Voot e semplificando t;,, = =5 = 2.12sec. E

per calcolare la quota di impatto basta usare una qualunque delle due
o . 1 1 1

equazioni orarie, quindi Y, = H — 5 gtizmp = 31.88 — 59.8(2.12)2 =~

9.36m.

Esempio n°8:

Piano inclinato con a=45°. Un oggetto

e lanciato lungo il piano inclinato con
Vo=30m/sec  velocita iniziale vy=30m/sec. Dopo
quanto tempo si ferma? E a che

altezza dal suolo?

10
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Decomponendo I'accelerazione di gravita
nel seguente modo:

¢ evidente che, considerando il sistema di
riferimento  opportunamente orientato
nella direzione del moto, il moto stesso
sara decelerato con una decelerazione

a = gsina = 9.8sin45° = 6.93m/sec?

N

Si deve concludere che il moto & uniformemente decelerato e dalla
definizione di accelerazione:

Vi 30

Uf—‘l?i —V; —
gsina 6.93

—gsina =—-—=—_ Pertanto si pud calcolare t; =
tr—t; tr

4.32sec.

Per determinare 'altezza dal suolo, essendo S lo spazio percorso lungo il
-v;  _ 30%
—2gsina  2(693)

piano inclinato, si ha v} = v} +2aS e quindi § =
64.9m. Ed infine H = Ssina = 45.9m.
Esempio n°9:

Ancora un piano inclinato con OA=10m e
AB=16m. L’oggetto e posto in cima al
piano inclinato e possiede una velocita
iniziale vy=2my/sec ed é lasciato libero di

cadere.

e

B a) Quanto varra la velocita in B?

b) Quanto tempo impieghera a cadere?
c) E se fosse lasciato cadere in verticale da O con la stessa vy quanto
varrebbero i valori precedentemente calcolati?

E evidente che ora il moto & accelerato e 1'accelerazione vale a = sin a.
) 0A 10 .. _
Per trovare o si hatana = — = — = 0.625 e quindi a = tan 10.625 =

16
32°esina = 0.53

11
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Poi calcolato lo spazio percorso come S = OB =+V0A?+ AB? =

18.86m si ha vf = v§ + 2aS da cui

Ve = JVE+2aS = \/22 + 2(9.8)(0.53)(18.86) = 14.1m/sec.

Dalla definizione di accelerazione a = 2—2 si ha che tr = °r __vo =
tr—to gsina

14172 _ 5 33sec.

9.8(0.53)

Se invece il corpo e lasciato cadere verticalmente esso percorre il tratto
OA con accelerazione g. Allora si avra vf = v¢ + 2g(0A) e quindi
v = \/22 +2(9.8)(10) = 14.14m/sec . Mentre per il tempo di

V=D 14.14-2
_0 — —— = 1.23sec.

percorrenza ty =
Esempio n°10:

Un caso di Cinematica Rotazionale.

Un punto materiale P si muove lungo una
traiettoria circolare di centro O e raggio R
seguendo la legge oraria:

1
s=aR = Ect2 con c=1m/sec>.

Determinare il modulo della sua accelerazione

. . V3
nel punto in cui ha percorso un arco a ==

radianti.

Si tratta di moto circolare uniformemente
accelerato. Infatti, per la componente tangenziale, si ha s = v, =ct e
§ = ¢ = 1m/sec? ovvero costante. Ma & anche noto che, nei moti rotatori,
vi & anche il contributo di accelerazione centripeta.

-

Quindi si avra d=a,+a, con |d|=

NIFHEESTSES

E per le singole componenti

12
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at == Tjt == S =C
{ v2 (5?2 c2t2. Osservare che la componente normale va calcolata
a, =—+—=—=

"R R R
. . . V3 L 1 ct? . 1. 2aR RV3
all'istante in cui @ = — radianti. Oraa = ~—e quindi t* = —| 5 =—
2 2 R C lg=88 ¢
2
. . . c?t? _ c?RV3
Allora in quel preciso istante a, = = =cV3= V3m/sec?

essendo ¢=1my/sec?. Invece a;=c e pertanto |d| = /(\/5)2 + 12 = 2m/sec?

all’istante in cui a = Y radianti.

4. Dinamica del punto materiale

Primo Principio: se la somma delle sollecitazioni esterne ad un corpo e

nulla esso permane nel suo stato di quiete o di moto rettilineo uniforme.

(Versione originale di Newton)

Primo Principio: se la somma delle sollecitazioni esterne ad un corpo e

nulla esso presenta una quantita di moto costante.

-

. > d . . , =
E da cio segue: F = d—f (prima equazione cardinale) e, se ), F, = 0 allora

p = cost. (conservazione della quantita di moto)

F

Secondo Principio: — = d

Terzo Principio: é il principio di azione e reazione.

E bene ricordare anche:

1) Impulso di una forza: ovvero la variazione della quantita di moto a
sequito della applicazione di una forza per un certo intervallo di tempo.

t, 2 — —
ftledt = D2 — P1-

13
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2) Forze elastiche:

! Ax

La forza F
I’allungamento della molla di una

elastica &

(BRUNO PREITE)

provoca

quantita Ax. Pertanto la forza

esprimibile come

F = —kAx? dove k & la costante elastica della molla.

3) La Reazione Vincolare:

—

R=-P
A

»

Vx

P =mg

presenza di attriti.

R=-P
A
TT F che determina il moto
Hs, Mo X
v P = my)

4) Momento di una Forza:

esso e

5) Momento della Quantita di Moto:

braccio.

F che determina il moto

essa rappresenta 1’azione del

vincolo su cui si muove il
corpo.
Le reazioni vincolari sono

particolarmente rilevanti in

in tale caso si ha R_T> = ,usl_f
ricordando anche che us > up.

definito come M =7 X F dove 7 & il

Chiaramente per il modulo |M| = |#||F| sin .

14



Esercitazioni di FISICA GENERALE (BRUNO PREITE)

g

esso e cosi definito:

—_

b=7Xp=7Xmy,+7Xmv, =7 Xmun,

.
ovvero |b| =mrv, =mrvsing, ed essendo

U_’ . — —
anche 5=7” si ha b=mr’ag e |b| =mriw

(trattandosi di moto rotatorio).

> L dp .db _d 5 o a7 5 S
Si ricorda anche M = #xF=7x2L e poi 2 =< (#xp) = <L x 7 X
ac S POV T @ (' xp) ac P t
dp _> 7] dar N
di) d—p poiché - = U ed e ¥ parallela a p.

—

S — _ db . . ,
E facile concludere che M = — cheela seconda equazione cardinale della

dinamica.

Da tale equazione si ha che se ¥ M = 0 ne consegue b = cost. ovvero il
principio di conservazione del momento della quantita di moto.

Esempio n°11:
e noto che m=50kg e 6=45°.
E 1. Trovare il valore di F tale che il corpo resti
" fV fermo
2. E se c’e attrito? Sia ps=0.4 quanto deve

o valere F?

3. E con quale inclinazione del piano
inclinato, in presenza di attrito, il corpo resta in equilibrio?

Nella prima situazione si ha

e per lequilibrio della  reazione
vincolare |[R| =mgcosf . Di conseguenza

Psin@ dovra essere F = mg sin0 = 346.5N.

Nella seconda situazione compare anche l'attrito

15
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ovviamente si ha R, = usR = ugmgcos@ e
quindi dovra essere F =Psinf —ugR =
mg|[sin 8 — ug cos 8]=207.8N.

Per quanto riguarda la situazione di equilibrio deve essere verificata la
condizione pugR = Psinf ovvero usmgcosf = mgsinf e quindi dovra
essere § < tan™1 ug = 21.8°.

Esempio n°12:

Due corpi con m;=m;=2kg sono a contatto e
scivolano lungo un piano inclinato. Il primo corpo
ha p=0.2; il secondo e privo di attrito. Con quale
forza il corpo n°2 agisce sul corpo n°1?

0=60° E ovvio che il corpo n°2 agisce sul corpo n°1 con una

N

forza f, ma e altrettanto ovvio, per il principio di

azione e reazione, che il corpo n°1 reagisce verso il n°2 con una forza -f.
Allora per il n°1 si ha:

prendendo in considerazione il sistema

4 cartesiano indicato
Ru = ”Rl
nbx )
®Asse x: ma=mygsina+ f —
Um; g cosa

*Assey: Ry = mygcosa

mygsina

E in modo analogo per il n°2 si ha:

®Assex: mya =mygsina — f

*Assey: R, =mygcosa

Ora si deve ricordare che m;=m; e

16
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quindi Ry=R; ed anche mja=mya. Allora é possibile eguagliare le due
equazioni relative all’asse x e avere:
mygsina + f —umygcosa = mygsina — f
Da cui (essendo m;=my,) € ovvio concludere che:

f =3 umyg cosa =0.2(2)(9.8) cos 60° = 0.98N.

Esempio n°13:

Due oggetti puntiformi di massa m;=0.2kg e
my=0.1kg sono in equilibrio su una
superficie cilindrica legate da un filo senza
peso ed inestensibile. E noto che 6;=30°.
Calcolare la tensione T del filo e il modulo
delle reazioni vincolari R; e R nei punti di

appoggio.

Essendovi un equilibrio, per ogni massa, la
somma vettoriale di tutte le forze applicate deve essere nulla.

Allora per m;=0.2kg si ha:
mlﬁ + R—1> + T_l) =0
E proiettata sui due assi:

easse x: —m,;gsinf; +0+1, =0 (1)
easse y: —mygcosf; +R; +0=0 (2)

Mentre per m,=0.1kg si ha:

m,g+R;+7,=0

E proiettando sui due assi usati in
precedenza si ha:
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easse x: m,gsinfd, + 0+ 1, =0 (3)
easse y: —m,gcosf, + R, +0=0 (4)

Dalla (2) e immediato calcolare R; = m;gcos6; = 0.2(9.8) cos30° =
1.7N.

Dalla (1) si ricava 7 ma anche T visto che 7=t essendo il filo
inestensibile. Quindi 7; = 7, = m;gsin8; = 0.2(9.8) sin 30° = 0.98N.

T, 0.98

Poi dalla (3) si ha sin8, = a9 0.1(9.8)
) 1(0.

= 1 e da cio segue 8, = 90°.

Allora, dalla (4), R, = m,g cos8, = 0.
Esempio n°14:
Un corpo rigido di massa m=1kg pud muoversi su un piano orizzontale

scabro con coefficiente di attrito dinamico p = >~ Se siapplica ad esso una

forza F che forma angolo di 45° con la normale al piano e orientata verso
il basso il moto sara rettilineo uniforme. Calcolare F.

Dalla prima equazione cardinale

—

YF = Z—IZ = m% = 0 poiché v=costante (moto rettilineo uniforme).

Allora schematizziamo il sistema

F+R,+Ry+mg=0
“F .l Ry E proiettando sugli assi indicati:
5 Y,

: 451 eassey: —Fsin45°+ 0+ Ry —mg =0
. x  eassex: Fcos45°—uRy+0+0=0
Ry,
) Si ricava Ry =mg+ Fsin45° e si

vmg sostituisce. Quindi si ha:

F cos45° — u(mg + Fsin45°) =0 da cui e immediato ricavare F =
umg 0508 _ _ 1386,

Cc0s 45°—u sin 45° 0.707-0.5(0.707)

18
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Esempio n°15:
m 7 Trascurando tutti gli attriti e
! —> . .
considerando carrucole, carrelli e
P o TT funi ideali, quale deve essere la forza
—> ) .
M ma F perché m; e m; non si muovano
O ¢ Mg relativamente a M?

Tutto il sistema si muove di moto uniformemente accelerato con
accelerazione a. Quindi (M + m; + m,)a = F.

PN

Essendo la fune ideale e inestensibile & evidente che il modulo della
tensione della fune é lo stesso nei vari punti.

Inoltre se m; deve essere fermo rispetto a M dovra essere: mya — T = 0.

Anche m, deve fermo rispetto a M, quindi: m,g — T = 0. Se sostituiamo

Tsiha:a="2gequindi F = (M +m; + m;)=2g.
mq my

Esempio n°16:

Un corpo puntiforme di massa m=0.2kg e appoggiato ad un piano
orizzontale e privo di attrito. Esso e collegato ad un asse verticale di
massa trascurabile con una molla di massa trascurabile e con costante
elastica K=0,2N/m. Si calcoli quanti giri al secondo deve fare l'asse, in
moto uniforme, perché l'allungamento della molla sia del 4%.

dovendo essere il moto circolare
‘D"’ uniforme & evidente che sara w = 0
e quindi w = cost.

Ponendoci quindi sopra la massa

m dovremo vedere, durante la

rotazione, un equilibrio tra la forza
centrifuga e forza elastica di

reazione della molla. Pertanto si

potra scrivere F.=Fy con
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{FC = m(l)zl

Fo — g - B allorasiavra mw?l = KAl da cui w = %% E passando in
= \/

giri al secondo si ha 9" /s = % /%% = % %0-04 = 0.032 giri/sec.

Esempio n°17:

Su un piano ruvido & appoggiato un corpo di massa M=1kg. Ad esso &
attaccato un filo inestensibile e di massa trascurabile passante per una
carrucola ideale. All’altro estremo del filo c¢’é un piattello in cui sono
posate in successione delle piccole masse. Nel momento in cui inizia il
moto si ha m=0.5kg. Supponendo che il coefficiente di attrito dinamico

sia i g di quello statico, definire il moto di M.

Distinguiamo il problema in due fasi. Nella prima fase siamo al

N . momento del distacco e quindi il
T N
P — ~ moto ancora non & iniziato. In
ﬂ N . . .
D 2% tale situazione possiamo
- v scrivere per le due masse:
vMg 0=T M
. Hs™ 9 Allora possiamo
0=mg—-T

. . . . . m
attrito statico risolvendo il precedente sistema e avere: ug = e Ma

subito ricavare il coefficiente di

essendovi una nota relazione tra il coefficiente di attrito statico e quello

. . : L 2 2m
dinamico si ha, in definitiva: pup = SHs =33,

Nella seconda fase inizia il moto che sara di tipo accelerato. Pertanto si
possono scrivere le equazioni della dinamica per entrambe i corpi, e si
avra:

2m 2
eper lamassaM: Ma =T —upMg =T —syMg=T—-;mg

eper la massam: ma =mg —T

Risolvendo il sistema, eliminando T tra di esse, si ha:
2 . . 1 mg 2
Ma = mg —ma —-mg e quindi a = ~——— = 0.15m/sec”.
3 3m+M

Esempio n°18:
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Una massa puntiforme di massa m=100g ¢ legata da un filo inestensibile
(di lunghezza 1=1m) ad un asse verticale girevole di diametro e massa
trascurabili. Supponendo che il corpo, cosi vincolato, ruoti con moto
circolare uniforme con 0.5 giri/sec si calcoli la tensione del filo se la

lunghezza di esso e ridotta a i di quella originaria.

Classico problema di applicazione della seconda

. . < w iz _ db .
1= equazione cardinale. Essa e ) M = —; ed essendo il
moto circolare uniforme, d’altro canto ponendoci
e /‘ sulla massa m osserviamo sia la forza centrifuga
. I \.\

che la tensione del filo che si fanno equilibri e che

presentano momento nullo rispetto all’asse, si
conclude che b = cost. E quindi un problema di

conservazione del momento della quantita di
moto. Ora la velocita angolare iniziale risulta
essere w; = 2m(0.5) = mrad/sec. E per la conservazione del momento

2
angolare mw;[* = mwy G) da cui si ricava wy = 16w; = 50.24 rad/sec.

Come gia detto dovra essere T=Fc e quindi
T = mw? - = 0.1(50.24)%(0.25) = 63.1N

4

5. Lavoro ed Energia per il punto materiale

e definizione di lavoro

applico a P una forza FePsi sposta di As. 1l

F lavoro compiuto da Fe
™0 . =F-As = '
. \ R L=F-As =FAscos@ [joule].

Se F e As sono tra loro ortogonali allora il
lavoro compiuto dalla forza é nullo.

¢ in generale:
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2 illavoro compiuto dalla forza F nel tragitto di P
Aﬁ dal punto 1 al punto 2 & determinabile con il
i seguente integrale curvilineo:

2 2
L=jﬁ.d_s’ j(dex+Fydy+dez)
1 1

> —
e se il campo di forze & conservativo allora § F - ds = 0 e si pud
definire la funzione scalare Energia Potenziale.

Essa e una funzione puntuale [U(x,y,z)] del campo; esprime la capacita
delle forze del campo a compiere lavoro. Una volta nota, si puo scrivere:

2 =2 —
2 L12=I1F'dS=U1—U2
F U, = U(x2,¥2,22)

1
Uy =U(x1,Y1,21)

e ricordare anche che se e nota la U(x,y,z) di un campo di forze
conservativo, grazie alla definizione di gradiente, si ha:

Fo_yy (6U4+6U4+6U_>)
B B ox dy 0z

e Teorema del lavoro e dell’Energia Cinetica (FORZE VIVE)

2 Convelocita v,

Con velocita v;

Dalla definizione di energia cinetica, posso scrivere:
2
> — 1 1
Li,=]F-ds =Emv2 —Emv1 =T,—-T,
1
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¢ Se il moto e rotazionale e considerando v = v, (velocitd tangenziale)
e ricordando che wr = v; si ha:

1 1 . : : :
T = Emvt2 = E(mrz)wz. Si osservi che il termine
tra parentesi sara definito in seguito come
momento di inerzia.

¢ Alcune utili espressioni per I'energia potenziale
o Campo Gravitazionale: U(y) = —mgy [y dal suolo]

: : 1 .
o Campo di Forze Elastiche: U(x) =K x?% [x=compressione]
¢ E comunque nei campi di forze conservativi vale la conservazione
dell’energia meccanica: E = U + T = cost.

¢ E se ci sono forze non conservative? In tale caso si puo scrivere

2LnC+ZLC=T2_T1

Ma & anche vero che YL, = U; — U,, per definizione di energia
potenziale, e quindi ho:

D lne= Uy +Ty) = U +T) =B, — Fy
Esempio n°19:

Un locomotore di massa M=100 tonnellate giunge contro due respingenti
di fine corsa alla velocita di 0.504 km/h. Noto che le molle dei due
respingenti hanno K=1.1*10* N/m di quanto rientreranno i respingenti al
completo arresto del locomotore? (Si trascuri ogni attrito)

¢ Nel momento in cui si possono trascurare gli attriti ci troviamo in
un campo di forze conservativo. Tra l'altro vanno solo considerate
le forze elastiche, poiché il locomotore non subisce variazioni di
quota e pertanto non esistono variazioni di energia potenziale

gravitazionale.
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e E quindi un classico problema di conservazione dell’energia

meccanica.

Prima dell'urto l'energia é tutta cinetica ed & esprimibile come
T = ZMv? dove v = 0.504 (ﬂ) = 0.14m/sec.

2 3600
Al completo arresto tutta 1'energia cinetica e diventata energia

potenziale elastica accumulata nelle due molle dei respingenti.

Pertanto si potra scrivere %M v? =2 (% K sz).

5
Risolvendo I'ultima espressione si ha Ax = 2 =0.14 / = - =
\/ 2K 1.1-10

0.3m

Esempio n°20:

~P

Y

N

Con un impulso verticale di modulo I si fa salire un punto

[N

materiale di massa m=1kg lungo una guida verticale di
altezza h=2m. Giunto alla quota h il punto il punto ricade
lungo la guida e giunge a terra con una energia cinetica
T=8joule. Lungo la guida hanno sempre agito forze
dissipative in modulo costante e sempre opposte al moto.
Calcolare I'impulso I.

e Siamo in presenza di forze di attrito, quindi non
conservative, allora non posso applicare il teorema della
conservazione dell’energia ma posso usare il teorema del
lavoro e dell’energia cinetica nella sua accezione piut generale.
Ovvero:

Ln. + L. =AT

Nella fase di salita del corpo si puo sfruttare la definizione di

impulso: I = ftt.f Fdt = ps — pi = mvy — mv;. Dove la vy & proprio la

velocita che & conseguenza della applicazione stessa dell'impulso I,
mentre la v; deve essere necessariamente nulla. Allora si avra

I = mv; e quindi vy = i

® Sipuo quindi scrivere I'energia cinetica iniziale come:
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L1 , 1P
2 =™ T o

e Applichiamo ora il teorema del lavoro e dell’energia cinetica e

scriviamo:
T1 _TZ = _mgh_Fh

Ovviamente T;=0 (il corpo si ferma nel punto 1) e sia la forza peso che
la forza di attrito compiono un lavoro contro il moto.

In definitiva:

112— h+ Fh
Zm_mg

* Nella fase di discesa il punto parte da fermo e poi giunge a terra
con una energia cinetica T. Quindi il sopra citato teorema ora si
scrivera come:

T —0=mgh—Fh

Ora la forza peso lavora a favore mentre attrito & sempre contrario
al moto.

Ricavo quindi F =mg —— e sostituisco nella prima equazione

energetica

T
12 =2m [mgh +h (mg — E)] = 2m[2mgh — T]

E quindi

I =./2m[2mgh — T] = \/2(1)[2(1)(9.8)(2) — 8] = 7.9Nsec
Esempio n°21:

Un carro ferroviario vuoto di massa m;=10°kg transita su un binario con
velocita vy=0.6m/sec. Passando sotto un distributore gli vengono versati
m, = 2-10°kg di carbone. Trascurando tutti gli attriti e la rotazione
delle ruote quanto vale la sua energia cinetica finale?
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e ]l sistema e da considerarsi isolato e risulta nulla la somma
vettoriale di tutte le forze applicate, pertanto si deve conservare la
quantita di moto:

myvy = (my + my)vy

my

E da cio posso ricavare vy = Vp.

my+m,
Quindi per I'energia cinetica:

1 , 1 (m)? , 1(10°)7° 2 ;
Tf — E(ml + mz)vf — Emvo = Em(06) = 6000]0Ul€

Esempio n°22:

Una sciovia e installata su un pendio con un angolo a=20° rispetto
all’orizzontale. A pieno carico essa trascina 80 sciatori con un peso medio
di 80kg. Supponendo che il coefficiente di attrito degli sci valga n=0.06 e
trascurando tutte le altre forze passive, calcolare la potenza del motore se
si vuole una velocita di risalita di 2m/sec.

¢ Ricordiamo che la potenza e P = F- ¥, quindi si deve calcolare la

forza di trascinamento.

Riferendoci allo schema a lato e
evidente che la forza di trascinamento,
per avere una velocita di risalita
costante, dovra essere pari a:

F =mgsina + uRy
e quindi F = mg(sina + pcos @).
A questo punto la potenza sara data da:

P =Fv=mg(sina + ucosa)v = 80(80)(9.8)(sin20° + 0.06 cos 20°)2 =
50kW.

Esempio n°23:
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Un corpo puntiforme di massa m=1kg e posto in cima ad un piano
inclinato con 6=30°. 1l piano & lungo I=10m e la sua base & posta ad una
altezza y=2m dal suolo.
e Supponendo che il piano
5 abbia un coefficiente di attrito
u=0.3 si calcoli a che distanza
dall’origine del piano cadra il
corpo, una volta liberato.

e Lungo il piano inclinato agiscono forze non conservative (attriti) e
conservative (forza peso). Allora devo applicare il principio generale
del lavoro e dell’energia cinetica:

Lp, + L. = AT

® Nel caso in esame:
o L. =mgh (e solo la forza peso che compie tale lavoro e uso la
variazione di energia potenziale coinvolta)
0 Ly. = —uRyl = —pumg cos @1 (si oppone al moto)
o Pertanto si ha

1
mglsin@ — umg cos@1l = Emvg2 -0

2gl(sin@ — pcos ) = v}

vy = \/Zgl(sin 0 —pucosf) = \/2(9.8)(10)(sin 30° — 0.3 cos 30°)
= 6.86m/sec

o Ora siamo in presenza di un moto uniformemente accelerato
sulla componente verticale della velocita, quindi:

1 . 1 . -
y=§gt +vyt=§gt + v, sinft
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Xg

o Ma lungo l'asse x ho x; = v,t = vycosfte allorat = e

VgcosH

sostituendo

2
1 X X

g . g
=g + v, sin 6 =y
2 <vg cos 9) g Vgcos @

2
1 Xg

- tan@ =
nggz(cose)2+xg an y

0.14x; + 0.58x, = 2

_ —0.58+,/0.582-4(0.14

) , i
Xg = o = 2.24m (solo la soluzione positiva)

o E in definitiva
X =Xg+ lcosf =2.24+ 10cos30°=109m
Esempio n°24:

Una massa m=2kg e inizialmente appesa alla estremita di una molla

verticale e ne provoca I'allungamento Al=40cm in situazione statica.

Successivamente la molla e la massa sono sistemati su un
piano orizzontale privo di attrito, come indicato:

e la massa e fatta oscillare con

A
J ampiezza A=20cm.
R AVAVA m
m \ Calcolare la frequenza e la
« B AL, massima accelerazione del moto
oscillatorio.

In situazione statica € evidente l'equilibrio tra la forza peso e la forza
elastica.

E quindi 0 = mg — KAl da cui si puod determinare la

. m
*al costante elastica della molla K = A—‘lg.
F
Adesso si esamina il problema nella situazione
m . . . . . .
p  dinamica e si osserva che posta in oscillazione la
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molla si e in presenza di un moto armonico. Quindi
ma = mxX = —Kx
. . . e K
Questo da luogo alla equazione differenziale X + —x = 0 che ammette
w _ 1 |K

: . 2 _K e _ @ _ 1
come soluzione x(t) = Asin(wt) con w* = —e quindi f pynie el e

Sostituendo quanto precedentemente determinato si ha:

mg
v N
2T\ m 2\ Al

. g . 1 [o98
E, quindi, numericamente f = — [— = 0.788Hz

21 ] 0.4
Per quanto riguarda l'accelerazione si ha ¥(t) = —Aw?sin (wt), ovvero

essa e sempre contraria al moto e massima alle estremita, dove si avra

—Aw?2=AK =49 =0228 = 2
Amax = Aw* = Am = AM = 0.2 Vi 49m/sec”.

Esempio n°25:

Un pendolo & mantenuto in una posizione di

equilibrio A, con un angolo 6=60°, mediante
un filo orizzontale di massa trascurabile. Il
tilo viene reciso ed il pendolo di mette ad
oscillare. Si calcoli il rapporto tra la tensione
Ra prima del taglio e Rg dopo il taglio.

Prima del taglio si osserva la seguente situazione:

e quindi appare ovvio concludere che

R,cos68 = mg e di conseguenza R, = che'
6__
RacosO R,
Mentre dopo il taglio la stessa situazione
A ¥mg apparira nel seguente modo:
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e quindi ora si avra Rz = mgcos6.

Il cercato rapporto sara di conseguenza:

-
m
. [ Re &_ 60:999 _ 1 _ 1 _
B (R mesing Ry mgcos® cos?0  cos2(60°)
mgcos0 B
mg

Un punto materiale di massa m=0.2kg attaccato ad
un filo di massa trascurabile ruota senza attrito su di
un piano orizzontale. La lunghezza del filo che e il
raggio della traiettoria circolare e 1p=0.5m e la
velocita e vp=1m/sec. Successivamente si tira il filo e

si riduce il raggio a 1=0.25m. Si calcoli il lavoro

necessario.

N

E un classico problema di conservazione del momento angolare o
momento della quantita di moto. Quindi mvyl, = mvl. Ma si ha anche
una variazione di energia cinetica e allora L = T — T;.

o ! 1
Allora si puo scrivere v = v, TO e quindi:

2
E numericamente L = 0.5-0.2-1 [(0—5) - 1] = 0.3joule.
0.25

6. Sistemi di corpi materiali e Corpo

Rigido e
Nel caso di sistemi di corpi materiali di e
masse m; possiamo continuare a riferirci e
alle classiche leggi della dinamica purché m, - m.
esse siano riferite al CENTRO DI v
MASSA. % >

Il centro di massa di un sistema di corpi x
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materiali viene cosi definito, nelle sue coordinate cartesiane:

_ Xxim;
frm

m
im; . . .

gyc = LY o = Y.m;. Ovviamente se siamo nel caso di un corpo
m

_xzim;

m

costituito da wuna distribuzione continua di massa si avra:

(, -1

(ke = 2 fff xam

1
4y0=;

(e = % [ zdm
del corpo.

Zc

Jff ydm dove l'integrazione si intende estesa a tutto il volume

Una volta definito e determinato il centro di massa si potra scrivere

dp¢

F=
dt

= .
riferendosi ad esso. Quindi se F = 0 ne consegue la conservazione della

quantita di moto del centro di massa. Ovviamente F ¢ la somma vettoriale di
tutte le forze esterne.

Un discorso particolare merita il caso di corpo rigido in
rotazione. E chiaro che si deve fare riferimento alla

: : = _ db
seconda equazione cardinale M = = solo che essa va ora

riferita all’elemento di massa dm. Quindi db = wr?dme,

di conseguenza, b=w[r?dm estendendo

l'integrazione a tutto il volume della massa m.

Si passa, allora, a definire il MOMENTO DI INERZIA come:

= ([ran) =o([ )

calcolato rispetto all’asse di rotazione, riferendosi al volume V del corpo

dm N . . .
dove p = —> ¢ la densita. Pertanto la seconda equazione cardinale si
scrivera:

M=1Le=1,§
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Si osservi la analogia con:

-

F =mv=ms

per il caso di moto traslazionale. Si ha, allora, la seguente corrispondenza

traslazione rotazione
- —>
F M
m I
- —
v w

Per I'energia cinetica rotazionale si avra
1 2 1 2¢( 2 1y 2
T = E(fvtdm)m =-w (f ridm),, = a0,

Per quanto riguarda il lavoro in un moto rotazionale, osservando la
figura, si puo scrivere:

“ P dL=F-ds = Fcosfds = Fcosfrdge
do dS:T}/\W Si osservi che Fcosfi = Fsiny e quindi

dL = Fsinyrde = |7 x F|de = Mdg.
Allora, in definitiva, siha Ly, = [ 12 M(@)de.
Si osservi la analogia con il caso lineare in cui Ly, = . 12 F(s)ds.

Infine per il momento di inerzia si ricorda anche il teorema di Steiner:

o
m\

1, =1, + md?

Esempio n°27:
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Una barra omogenea di massa m=3kg e lunga 30cm e presenta una

sezione cilindrica costante. Supponendo che essa sia appesa ad un

supporto privo di attrito posto ad 1/3 della sua lunghezza si determini il

periodo delle piccole oscillazioni.

2 l

R d’:—l——z—

3 2

Siamo in presenza di un corpo
rigido omogeneo il cui centro di
massa € posto sicuramente a
meta della sua lunghezza. Poij,
come si vede in figura, si

indichera con d = é la distanza
da un estremo della barretta e il
punto di fissaggio; mentre d’ = é

sara di conseguenza la distanza

tra il centro di massa ed il punto di fissaggio.

Si determinera, inizialmente, il momento di inerzia della barra rispetto

ad una asse passante per il centro di massa.

ay , Se si indica con yla densita lineare si puo
: /2 . .
| ! g scrivere dm = ydl e passare alla definizione
| X di momento di inerzia.

o 1»

l
l 1 il

e =2 [2x?dm =2 [2x*ydl = 2%[%3]2 =
0

2

l m
m— essendoy = —.
12 l

Adesso si riporta il momento di inerzia relativamente ad un asse di

rotazione distante d” dal centro di massa. Quindi:

2

12

l I\’ 2
IO=16m+m(d’)2=m—+m(g) =my

Si applica ora la seconda equazione cardinale ); M = Iw e quindi

—mgsin(0)d' = 1,0

E sostituendo i termini precedentemente trovati, nonché ricordando che,

per le piccole oscillazioni, si ha sinf = 6 si puo scrivere

33



Esercitazioni di FISICA GENERALE (BRUNO PREITE)

—mg@ -= m "9 da cui § + == 9 = 0. Nella equazione differenziale & noto
che w? =——equ1nd1T =2 _2n /——— 2 EZ— 0.9sec.
Esempio n°28:

Una puleggia di raggio R e massa M=1kg ¢ libera di ruotare senza attrito
intorno al suo asse. Su di esso € posto un filo inestensibile che sostiene
alle estremita due masse: m;=5kg e m,=3kg. Lasciando le masse libere si
determini il valore della accelerazione di caduta di m;.

N

I moto e chiaramente accelerato e la

M puleggia ruotera con wuna accelerazione
@ angolare w = %
T Applicando la seconda equazione cardinale
- Mia m;
: l AT, 1 alla puleggia si ha:
E | m,a
g mlgl m; Z:M—(Tl—TZ)R—Iw—IR
va MU

Ora essendo I, = ;MR2 sihaT, — T, = %Ma.

Poi si applica il secondo principio della dinamica alle due masse e si ha:

ma=myg —T;

ma=myg—T
{ ! 19~ 11 _ e sommando le
mya = -—-myg + 7T,

—tpa =myg —T, e quindi {

equazioni:
ma+mya=mg—myg—T,+T,

Ora sostituendo I'espressione trovata per la puleggia:

my—my

1 :
(m; + my)a = (my; —m,)g — sMa da cui a= m1+m2+_Mg e, quindi,
numericamente a = .8 = 2.3m/sec?
Esempio n°29:

N . ! I=10cm |
Alle estremita di wuna barra U >
indeformabile e priva di massa sono . " ‘

M m2 34
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poste due masse di valore m;=100gr e m,=200gr. La barra puo ruotare,
senza attrito, rispetto ad un perno centrale. Inizialmente essa e bloccata.
La si liberi e si calcoli la sua velocita angolare quando passa per la
verticale.

Il principio da applicare e certamente quello della conservazione della
energia meccanica, principio che puo essere scritto come AT + AU = 0.

Ora si consideri la seguente schematizzazione supponendo che
inizialmente entrambe le masse siano ad

M (i) una quota x. Si avra
: /2 Uy = —mygx —mypgx
- Co

, . \\,w PY Dopo % di giro si avra

! mi : ’ m; ? _ l l

e T mermelreg) (i)

poX | X ! . e

: 1 i Ed infine

E m; (_) i

: ! ! [
v v AU=U1—U2=mlg§—ng§

Per quanto riguarda la variazione di energia cinetica, essendo la barra

2 2
. . . . A 1 1 l
inizialmente ferma, si avra AT = EI w? = 2 [m1 (5) +m; (5) ] w?.

E conservando l'energia, ovvero AT = —AU, si avra

[? [
(my + m2)§w2 = (m, — m1)g§

da cuiw = 2 /Mﬁ =2 /ME = 11.43rad/sec.
(my+my) 1 (100+200) 0.1

Esempio n°30:
Un corpo di massa m=5kg scivola ~
lungo un piano inclinato con a=30° e \®

S
coefficiente di attrito ng=0.2. Il corpo Mo
possiede una velocita (nella direzione \

oc\'\

del moto) in modulo pari a v=1m/ sec. i
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Dopo avere percorso un metro incontra una molla avente K=1000 N/m.
Si calcoli la massima compressione della molla.

R Il problema pud essere risolto

:\\@CC’%Z

‘azmgsinoc
Ah=(1+Ax)sinou mgcow\\/étn\g \L1+<X)l

sfruttando il teorema del lavoro e
dell’energia  cinetica con la
presenza di forze non conservative,

quindi

ZLC+2LNC=AT

Ora nel caso in esame sara lavoro dovuto a forze conservative la

variazione di energia potenziale. La variazione di quota e esprimibile
come Ah = (1 + Ax)sina essendo Ax la compressione della molla. Quindi
siavra L, = mg(1 + Ax)sina.

N

Lavoro conservativo e anche quello relativo alla compressione della
molla e pari all’energia elastica in essa immagazzinata. Tale lavoro &

pero contrario al moto. Quindi Ly = — % K(Ax)?.

Il lavoro non conservativo sara solo quello dovuto all’attrito che esercita
una azione frenante. Pertanto Ly, = —ugsmgcosa(l + Ax).

Per quanto riguarda la variazione di energia cinetica si puo scrivere

AT =Ty =Ty = 0 — ~mv?,

Allora il bilancio energetico si scrivera
1 1
mg(1 + Ax)sina — EK(Ax)2 — ugmgcosa(l + Ax) = —Emv2

Sostituendo tutti i valori numerici si giunge alla seguente equazione
nella incognita Ax:

500Ax% — 16Ax — 18.5=10

Risolvendola (considerando la sola soluzione positiva) si ha Ax =

16+v256+37000
1000

= 0.21m.

Esempio n°31:
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Un vagone ferroviario e dotato di quattro ruote e ha una massa totale
M=300kg. Sia I=4kgm? il momento di inerzia di ogni singola ruota
calcolato intorno al proprio asse e r=40cm e il raggio delle ruote. Se il
vagone ¢ spinto lungo una rotaia da una forza orizzontale e costante
F=100N e non vi sono slittamenti, trovare il valore della sua

accelerazione.

Adottiamo la schematizzazione illustrata qui sopra. A sinistra
osserviamo il carro ferroviario soggetto alla forza esterna F, a destra il
dettaglio del moto di puro rotolamento della singola ruota; tale moto si
spiega con la presenza di una forza di attrito Fa che agisce al contatto tra
ruota e suolo impedendo lo slittamento.

Quindi, in applicazione del secondo principio della dinamica, si ha
Y. F, = Ma e riferendoci al nostro centro di massa

F —4F, = Ma

Se ora si prende in considerazione la singola ruota e possibile applicare
alla rotazione la seconda equazione cardinale. Quindi si scrive
Y. M, = lw. Applicandola al caso in esame si ha

a
FaTZI;

Pertanto F, = I%. E sostituendo F — 41 % = Ma da cui si ricava che

F 100
a= - = — = 0.25m/sec?.
M+4T‘_2 300+4—W

Esempio n°32:

Un proiettile, non soggetto ad alcuna forza, sta percorrendo una
traiettoria diretta su un bersaglio alla velocita v=1000m/sec. A 3km dal

37



Esercitazioni di FISICA GENERALE (BRUNO PREITE)

bersaglio si divide in due frammenti A e B di massa ma=2ms. Sapendo
che A si ferma istantaneamente si chiede di determinare se B arrivera lo
stesso sul bersaglio e, in caso affermativo, calcolare il tempo necessario.

Essendo ). F, = 0 e evidente che sara % = 0, quindi e un problema di

conservazione della quantita di moto. Allora si scrivera
(my + mp)V = myuvy + mpvg
Ma istantaneamente si ha v, = 0 e allora si deduce subito che
vers(v) = vers(vg)

e il proiettile continuera nella stessa direzione e giungera sul bersaglio,
ma lo fara con una velocita
vp = (ﬂ + 1) V= (2ﬁ + 1) v = 3v = 3000m/sec.
mpg mp

3000m

Quindi giungera sul bersaglio dopo un tempo t = = 1sec.

vB
Esempio n°33:
Un cilindro omogeneo di massa m=3kg e raggio R=40cm ruota con
attrito attorno al suo asse. Supponendo costante la coppia frenante,

calcolarne il valore sapendo che con una velocita angolare di 3rad/sec il
cilindro si arresta dopo avere compiuto un giro e mezzo.

Il problema puo essere risolto ricordando che

YXLe+ XYLy =T, —T;.

Nel caso in esame Lc=0 quindi ci saranno solo forze
\_____| non conservative (il momento frenante) ad opporsi al
moto.

m Quindi si scrivera

ar
Lyc = —J Mda = —May
0

dove M e la coppia frenante e os e pari a 3w radianti
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(ovvero un giro e mezzo).

Per quanto concerne I'energia cineticaT, — T; = 0 — lI w?conl = lmRZ.
2 1 > >

Sostituendo il tutto —May = — % (% mRz) w? da cui si puo ricavare
2,2 2 2
M =1mEe 1309 _ g1146Nm.
4 oar 4 31

Esempio n°34:

Un uomo di massa M=70kg si trova al centro di uno stagno ghiacciato
supposto perfettamente liscio. La quota del bordo dello stagno € 10cm
pit alta di quella del centro. Per uscire dallo stagno egli lancia
orizzontalmente una massa m=2kg. Quale deve essere la velocita
minima di tale massa perché egli raggiunga 1’orlo dello stagno?

Si consideri la schematizzazione del
problema indicata in figura e si osservi

che nello stato di quiete non agiscono
Nﬂ:/['"““}“ﬂh forze esterne. Il problema conserva la

quantita di moto, quindi 0 = vy, — mvy,

essendo le direzioni di moto opposte.
RN . < M
Allora la velocita della massa lanciata sara v,, = —Vy.

Perdo l'uomo dovra raggiungere il bordo e li fermarsi. Ecco che il
problema applica anche la conservazione dell’energia meccanica e allora

%va,, = MgAh.

E si puo ricavare vy = ./2gAh. Sostituendo nella espressione per la
velocita dell’oggetto lanciato

U = —[2gAR = 22,[2(9.8)(0.1) = 49m/sec.

Esempio n°35:

Su un’asta verticale girevole e fissata rigidamente un’asta obliqua, che
forma un angolo =68° con la verticale, sulla quale scorre senza attrito
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velocita angolare la massa e in equilibrio.

situazione di equilibrio. Ovviamente 1’asta obliqua e quella girevole.

Non essendo coinvolti attriti le uniche forze
agenti sulla massa sono la forza peso e la

forza centrifuga. Pertanto e possibile
tracciare la schematizzazione a lato.

E evidente che Fc sara perpendicolare alla
forza peso P=mg. Cosi come e altrettanto

Pcos(a) -,

un corpo di dimensioni trascurabili e massa m. Si
chiede, noto che R=1m, di determinare per quale

E evidente che la schematizzazione del sistema & quella
indicata nella figura, quindi R & il raggio della
traiettoria circolare che la massa m compie nella

evidente che, perché la massa sia ferma, dovranno farsi equilibrio le

componenti di tali forze lungo 1’asta obliqua.

Allora si puo scrivere

mgcos(a) = mw?Rcos(90 — a) = mw?Rsin(a).

E ovvio ricavare che

w = \/%cot (a) = \/? cot (68°) = 2rad/sec.

Esempio n°36:

Un cilindro omogeneo di massa mx=5kg e raggio r puo ruotare senza

attrito intorno ad un asse passante per il suo asse di simmetria. Su tale

cilindro sono avvolti 1=10m di filo inestensibile e di massa trascurabile.

Ad una estremita del filo é legato un

corpo di massa mi=5kg. Il tutto e in
quiete e ad un certo istante si libera m; Ow
che cadra sotto l'azione della gravita
srotolando tutto il filo. A questo punto .

un secondo cilindro identico al primo

m;

-«
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scivola sull’asse e si salda istantaneamente al primo. Si calcoli il lavoro
compiuto dalle forze interne all’atto dell’unione dei due cilindri.

E utile osservare che la prima parte del problema, ovvero la
determinazione della velocita angolare del primo cilindro, puo essere
affrontata in termini energetici o con l'uso della seconda equazione
cardinale. Si fara vedere che, in entrambi i casi, il risultato sara lo stesso.

In termini squisitamente energetici siamo in un campo conservativo e la
caduta della massa mi, a seguito dello srotolamento della corda di
lunghezza 1, comporta una variazione di energia potenziale
quantificabile come AU = U; — U, = mygx —myg(x — 1) = mygl.

Tale variazione di energia potenziale sara trasformata in energia cinetica,
quindi

1 1 1 11
mygl = Emlv2 + Elwz = Eml(a)R)2 +55m2R2w2.

. s . . 4mqygl
Da cui e ovvio ricavare (1)2 = —1g
(2m1+m2)R2

Al contatto dei due cilindri possiamo applicare il principio di
conservazione del momento angolare e scrivere

lw = ZIa)f.

. N w . . . N
Pertanto si avra wf = . E evidente che il lavoro delle forze interne sara

un lavoro frenante che provochera il dimezzamento della velocita
angolare, quindi

2
Li=T,— T, =>2l0} —>lw® =1 [(g) —%wz] = —2lw?,

E sostituendo I'espressione prima trovata per la velocita angolare si ha

_ 1 4mqgl _ 11 2 4mqgl _ 1 mqgl _
Li=—-- T pz Lo = — oMy ———— =
4 (2mq{+my)R 42 (2m{+my)R 2 (2mq+my,)
1_-5(9.8)10 ,
_ 1530810 —81.6joule.
2 15
Esempio n°37:

Una scala e poggiata su una parete come visibile nella figura seguente.
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Essa forma un angolo o con il pavimento.
Quest’ultimo presenta un coefficiente di attrito
statico u=0.5. La massa della scala vale m=20kg.

Si chiede di determinare 1’angolo limite per cui

non si abbia lo scivolamento della scala.

Si tratta, evidentemente di un problema di statica. E conveniente, quindi,
analizzare le forze agenti.

Appare evidente che la scala & soggetta
alla forza peso applicata nel suo centro di
massa (punto a distanza 1/2 dagli estremi
P e O). Ovviamente sara:

Ry =mg e F, = uRy = umg.

Perché la scala non cada deve essere nulla

mg cos(a) Rn la sommatoria di tutti i momenti agenti

su di essa. Momenti che tenderebbero,

altrimenti, a farla ruotare intorno al punto

F.sin(o)
Le forze a cui sono imputabili i momenti
sono le componenti del peso e dell’attrito ortogonali alla scala. Quindi si
potra scrivere che, perché la scala non cada, deve essere:

[
mgcos(a) 5 < umgsin(a)l
In definitiva tan(a) = %i = 1, quindi I’angolo limite e 45°.

Esempio n°38:

Un cilindro pieno di raggio R=20cm e massa M=20kg rotola, senza
strisciare, con velocita costante vo=bmy/sec verso due molle ideali
identiche con k=1.87*10* N/m assemblate come visibile nelle figure. Il
cilindro, ovviamente, comprimera le molle e sara momentaneamente
arrestato. Quindi l'espansione delle molle porra nuovamente in moto il
cilindro. Per tale sistema si chiede di:
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i

1. Determinare la massima compressione delle molle Axmax;

2. Determinare il tempo necessario all’arresto del cilindro a partire
dall’istante di contatto con le molle.

Siamo in presenza di un moto roto-traslatorio. Quindi il cilindro
possiede una energia cinetica che € manifesta sia nella componente
traslatoria che in quella rotatoria. Quando avverra la massima
compressione delle molle questa energia cinetica sara tutta trasformata

in energia elastica. Pertanto:

1 2 1 2 1 2
EMUO +§Ia) =2 (EkAx )

Ricordando che, per il cilindro, siha I = %M R? eche w = gsi ha

1

11 Vo 2
= 2, == 2(Z0) — 2
> MV + = MR (r) kAx
da cui
3
ZMU(%:kAxZ

Ora si puo determinare la compressione

L Vo |3M_5 | 60
=2 [Tk T2 18700~ "™

Per rispondere al secondo quesito si deve scrivere 'espressione della

distribuzione dell’energia nella fase intermedia tra il contatto del cilindro
ed il suo completo arresto. In tale situazione si ha

43



Esercitazioni di FISICA GENERALE (BRUNO PREITE)

3 3
ZMUS = ZMv(t)2 + kx(t)?

Ora derivando tale espressione rispetto al tempo si ha
3
0= EMJ'C(t)J'é(t) + 2kx(t)x(t)
da cui
() + 51 5(0) = 0
S VA

Questa e l'equazione differenziale di un moto armonico con w = 2 v

Quindi il punto di arresto (massima compressione) si avra dopo un
quarto del periodo. Allora

t_T_n_n 3M_7T 60 ~ 0.0445
T2 20 2]k "% |18700  UrOseC

Esempio n°39:

Due masse mi1=10kg e m>=18kg sono posti sopra un piano e connesse da
una molla ideale, priva di massa e con costante elastica k=10N/m.

Si considerino le seguenti due situazioni:

a) Il corpo di massa m e spinto da i o mi J\/L M,
una forza F1=56N

b) Il corpo di massa m2 e trascinato K

F,
da una forza F» my J\/\— m, —»

Nel caso a) si chiede di determinare la compressione della molla. Nel

caso b) si chiede di calcolare l'accelerazione ed il modulo di F»
ipotizzando un allungamento della molla pari alla compressione del
primo caso. Infine, sempre nella situazione del caso b) e con un identico
valore di Fy, si chiede di valutare I'allungamento della molla in presenza

di attrito dinamico con up=0.2.

Nel caso a) ponendosi nella condizione di regime, il sistema si muove di

moto accelerato con accelerazione aa. Pertanto si ha (m; + m,)a, = F; da
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Fy
(my+my)”

cuia; = Ora sulla massa m, agisce la forza di compressione

dovuta alla molla, pertanto si ha m,a, = kAx e quindi Ax = 2 4, da cui
K

m, F 18 56

A =_
X =k (my+my)  10(10 + 18)

= 3.6m

Nel caso b), sempre a regime, si ha (m; + my)a, = F, con identico
allungamento. Quindi m;a;, = kAx da cui si ha

kAx 10- 3.6

F, = (my +m,) = (10 + 18) = 100.8N

my
Nella situazione di presenza di attrito si scrivera

(my; + my)a, = F, —upmyg — upm,g

da cuisihaa, = = Ijrzm 5~ Hpg con la stessa forza del punto b). Ora per il
1 2

corpo di massa m; si ha mya, = kAx, —pupmyg . Sostituendo

I"accelerazione m, ( - .UDg) = kAx. — upmy g e quindi

(mqy+my)

my F,

et S S |
k (m; +my) *

Ax,. =

Non cambia rispetto al caso di assenza di attrito.
Esempio n°40:

Un cubo di massa M=100kg e lato
a=50cm e posto a riposo su di un

v
piano orizzontale. Un proiettile di @ ">
massa m=100g si  conficca h
istantaneamente alla quota h=45cm. 5

Sapendo che il momento di inerzia
e : 1 .
del cubo, riferito ad un asse passante per il suo centro, vale = -M a? si

determini il valore della velocita vo del proiettile perché il cubo si ribalti.

E evidente che per avere il ribaltamento il cubo deve effettuare una
rotazione intorno allo spigolo indicato nel punto P della figura.
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Ovviamente perché si inneschi il processo di ribaltamento & necessario
che si compia una rotazione di almeno 45°.

Nella rotazione si deve avere la conservazione del momento angolare
calcolato rispetto al punto P. Quindi

mvoh = m(a® + h*)wp + lrwp

dove il termine m(a? + h?) & il momento di inerzia del proiettile subito
,s 1 2 N 2 . - .. .
dopo l'impatto e Ip = -Ma” + M (7 a) =3 Ma* ¢ il momento di inerzia

del cubo per un asse passante per il punto P.

Allora si ha

mvyh _ 3myyh
2Ma?

Wp = 2 =
m(a? + h?) +=Ma?

avendo trascurato la massa del proiettile rispetto a quella del cubo.

Adesso si deve imporre la rotazione, quindi I'energia cinetica rotazionale
deve essere tale superare la differenza di energia potenziale che subisce
il cubo per una rotazione di almeno 45°. Possiamo scrivere

1, V2 a V2 -1
Elpw > Uyso — Uy = Mg 7(1—5 = Mg > a

12
—=Ma’w? > Mg(

23 2

o> (222

Usando l'espressione prima trovata

3mvyh S 3g(V2-1
2Ma? a 2

V2 -1 >
a

46



Esercitazioni di FISICA GENERALE (BRUNO PREITE)

vy > = 11629m/s

Ma? |2g (V2—-1) 100(0.5)* [2(9.8)V2 -1
mh | a 3 ~0.1(0.45) 4/ 0.5 3

Esempio n°41:

Un cilindro pieno di raggio R=20cm, lungo e di massa M ¢ diviso in due
meta. In figura e illustrata una delle due meta. Per essa si chiede di:

a) Determinare la distanza dem del nuovo centro di massa
calcolata a partire dall’asse originario.

b) Calcolare il momento di inerzia del semicilindro per un
asse passante per il nuovo centro di massa.

c) La velocita angolare massima ®max supponendo di

lasciarlo rotolare senza scivolamento.

Per rispondere al primo quesito si deve considerare la figura visibile di

seguito.
4 Scelto un opportuno sistema di riferimento, come
& si vede di lato, € ovvio che il nuovo centro di massa
x deve stare su un asse perpendicolare all’asse x e
D , distante dem (misurata sull’asse x) dal vecchio asse
o del cilindro intero. Allora, considerando una
R fettina del semicilindro di spessore dx, si osserva

— che I(x) = VR? — x? e, quindi, la massa di questa
fettina di semicilindro sara dm = 2pl(x)Ldx dove p & la densita di massa

del semicilindro. Tale densita e, ovviamente, p = M conV = ERZL. Allora

si hap =
di massa dm = EVRZ — x2dx.

espressione finale dell’elemento

Ora, ricordando la definizione delle coordinate del centro di massa, si
deve avere

d —1<fd = ]R M R? d— ] R? 2d
em =7 me M x4dx X x4dx
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4R

Risolvendo l'integrale! si ha d,,, = P

Per determinare il momento di inerzia riferito al nuovo centro di massa
si puo osservare che, per ragioni di simmetria, il momento di inerzia di

un semicilindro rispetto all’asse ordinario del cilindro deve essere

Iy = iM R?. Ora, applicando il teorema degli assi paralleli al semicilindro,

si ha
Iy =Iem + M(dcm)z
pertanto

16R*  9m* — 64
92 3672

1
Iem = lo = M(don)* = MR* = M

Per rispondere all'ultimo quesito si osservi la figura seguente che illustra
le posizioni del rotolamento. E facile notare che, in assenza di
scivolamento ed in
assenza di attrito, il
semicilindro compira un

movimento oscillatorio. In
particolare il centro di

massa effettuera un moto

rotatorio la cui massima velocita angolare si avra con il semicilindro in
posizione orizzontale. Chiaramente dovra valere la conservazione
dell’energia, infatti il centro di massa del cilindro subisce una variazione
di quota Ah = R — (R — dy,) = d. € pertanto si ha

EIP(‘)anax = Mgdcm

. . 4 (R 2 RN .
! Per la soluzione dell'integrale d,, = ?fo x‘/R —x2dx si puo procedere come qui
T

R
- ) _ —2 (R 2 _ .2 2_2_—_2% ) 2 _ 20 —
mdncato.dcm—nsz0 ‘/R xd(R x)—ﬂRZ 3(R x) R™ —x )
—4 31 _ 4R
3nR2[0_R]_§'
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In tale espressione Ip e il momento di inerzia del semicilindro che ruota
ora intorno al punto di contatto. Quindi

, 9m?—64 4R\?

IP=Icm+M(R_dcm) =WMR +M<R—§)
:9n2—64MR2+37T—4MR2:45n2—48n—64 "

3612 3 3612

E sostituendo nella precedente espressione si ha

14572 — 481 — 64

MRZwrznax = Mgdcm

2 3612
. 6T 2gdem
Da cui w =— |——.
max R \] 45m2—487—64

Esempio n°42:

Un corpo di massa m;=20kg e posto sopra un piano privo di attrito. Su
tale corpo e posizionato, come in figura, un secondo corpo di massa
my=3kg. Tra i due corpi le superfici sono scabre e presentano un
coefficiente di attrito statico us=0.7 e un coefficiente di attrito dinamico
up=0.4. Si supponga di applicare una forza F e trainare il corpo di massa

maggiore. Per tale situazione si chiede di

a) Trovare il valore di Fm.x perché il corpo piu piccolo si muova
restando solidale con il pit grande;
b) Trovare le accelerazioni dei due corpi se si applica F=2Fax.

Per il primo punto si puo schematizzare la situazione nel seguente modo

e se il moto deve avvenire tutto
m, —_— solidalmente si potra scrivere

fic

F =(m; +m,)a

A
——

m,g F

Inoltre, perché il secondo corpo

non si sposti, deve essere
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mya < fi con fi = ugm,g. Quindi avremo a < ugg e la forza massima
sara Egy = (my + my)psg = (20 + 3)(0.7)(9.8) = 157.78N

Per il secondo punto si puo schematizzare come segue.

Allora, per il corpo piu

2 a piccolo, si scrive
—_—
fi |
< l mya; = Upmyg
m,g F=2F,ax
——eeee > 1
m, e allora tale corpo si
—23, muovera con accelerazione
a, = pupg = (0.4)(9.8) =
3.92m/sec?.

Per il corpo piu grande si scrivera
mya; = 2,0y — fi = 2(my + M) usg — ppmyg
E quindi

_ 2(matma)usg—ppmag _ 2(157.78)-(0)(3)(98) _ ¢ 19m/sec?
my 20 ' '

a,
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